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Tillatna hjidlpmedel

Matematisk tabellsamling (TEFYMA eller motsvarande), institutionens formelsam-
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Tentamensresultat

Resultatet meddelas sa fort som mojligt via kursens hemsida (avanonymiserat). Rap-
porteringen i Ladok blir fordréjd denna lasperiod.
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1. Ett system ges av Y (s) = G(s)U(s) med

3 n 1
s+2 s+1

G(s) =

a. Berdakna systemets poler och nollstallen och sétt ut dessa i ett singularitets-

diagram. (1.5 p)
b. Ar systemet asymptotiskt stabilt, stabilt eller instabilt? (0.5 p)
c. Berdkna systemets stegsvar y(t), (dvs da insignal ar u(t) = 6(t)). (1p)

d. Bestam en differentialekvation pa formen (ange a och b koefficienterna)

y" (1) + a1y (t) + aoy(t) = bru/(t) + boul(t)

som beskriver systemet for allmén insignal wu(t). (1p)
Solution
* 3 1 45 +5
s
G — =
e A Bl poru s vy

Polerna ges av s = —1 och s = —2. Nollstélle finns i s = —5/4.

b. Polerna ligger i 6ppna vinstra halvplanet. Systemet &r darfor asymptotiskt
stabilt.

c. Ett férsta ordningens system sj%a har stegsvar y(t) = 2(1 — e~ ). Vart system
bestar av en summa av tva sadana system. Vi far

y(t) = g(l —e M) +1-et

d. Eftersom Y (s) = szf;'si_zU(s) s& dr (s2 4+ 3s +2)Y(s) = (45 + 5)U(s), dvs

y"(t) + 3y (t) + 2y(t) = 4 (t) + 5u(t)

2.  Para ihop stegsvaren A till D i figuren nedan med 6verféringsfunktionerna G

till G5 (en blir 6ver). Glom inte att motivera svaret. (2 p)
1 1 e~ s
)= a1 @) = a4 1 Gals) = o7
10 1-s
Guls) = —— Gs(s) =
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Figur 1 Stegsvar A-D
Solution

Alla systemen &r asymptotiskt stabila. Stegsvaren har déarfor slutvirden som
ges av G1(0) = G2(0) = G3(0) = G4(0) = 1,G5(0) = 0.25. Vi ser att G5=B.

Overforingsfunktionerna G; = ﬁ och G4 = sﬂo = 0.1}9 —7 dr bdda forsta
ordningens system, med tidskonstant 7' = 10 sekunder, resp 0.1 sekunder.
Stegsvar C har natt upp till 63 procent av slutvéirdet 1 efter 10 sekunder, och

dérfor &r G1=C, medan G4 saknas.

G ar ett andra ordningens system med bandbredd 1 och ddmpning 0.25, alltsa
stabilt men ratt sa odampat, alltsa dr Go=A.

G3 ar ett forsta ordningens system med tidsfordréjning pa 1 sekund, vilket
svarar mot G3 = D.

G5 har ett nollstédlle s = 1 i hoger halvplan. Det svarar mot systemet vars
stegsvar gar i negativ riktning initialt, dvs figur B. Detta stdmmer dven med
den tidigare observationen om slutvéardet.

Svar: A=G9, B=G;5, C=G;, D=Gj3, G4 saknas. (CADXB).
3. Foljande ekvationer

i‘l = x1(2 —1‘2) —Uu
i‘g = —{L’g(lOO - (L‘l),
ar en dynamisk modell f6r populationen av bytesdjur och predatorer (t.ex. sma-

fisk, x1, och haj, z2). Vi antar att man kan paverka systemet genom signalen
u (t.ex. fiske).

a. Verifiera att punkten (x1,z2,u) = (100,2,0) &r en stationdr punkt och linjari-
sera systemet kring denna punkt. (2 p)

b. Ar det linjiriserade systemet asymptotiskt stabilt? (1p)
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Solution

a. Inséttning av (z1, z2,u) = (100,2,0) ger @1 = &9 = 0.

fi(my, xo,u) = 21(2 — 22) —u
fo(z1, 22, u) = —22(100 — 1)

of
8$1
af
6952
ofs
8%1
of
(91‘2
af
ou
af2
ou

=2 — x9,
-

= 9,

— 2, — 100,
=1

=0

Ady 0 —100\ [ Az —1 X
(32)-C ) E) )

b. Nej, tr(A) = 0, dvs. minst ett egenvirde har realdel storre an eller lika med 0.
4.c. En process
Go(s) 1-s
§) = 5———=
P s2 425+ 2
aterkopplas enkelt med en proportionell P-regulator, dvs. Y (s) = G,(s)U(s)
och U(s) = K(R(s) — Y (s)).
a. Berdkna slutna systemets overforingsfunktion. For vilka konstanter K > 0 ar
slutna systemet asymptotiskt stabilt? (1 p)
b. Vad kan du séga om det stationédra felet tlim e(t) vid stegdndringar i referens-
— 00
vardet for fallen K =1 och K =47 (1p)
c. Foresla en regulatortyp som eliminerar stationart fel vid stegdndringar i refe-
rensvardet. (1p)
Solution
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. Slutna systemets overforingsfunktion blir

G, K K(1—s)

1+GpK  s2+25+2+ K(1—5s)

Slutna systemets karakteristiska polynom &r
S+ (2-K)s+2+K

Systemet dr 2a ordningens och darfér asymptotiskt stabilt om koefficienterna
ar postiva. Eftersom vi hade K > 0 far vi villkoret 0 < K < 2.

. Felet ges av

1
E(s) = —————R
&)= T3 kG, )
Slutvérdesteoremet ger, med R(s) =1/s
lim e(t) = lim sE(s) = ! !
tooo V50 1+ KGy(0) 1+K3

For K =1 &r slutna systemet asymptotiskt stabilt och slutvéirdesteoremet kan
anvandas. Vi far da tli}m e(t) =2/3
oo

For K = 4 ar slutna systemet instabilt och slutvéirde saknas.

. En I-regulator, t.ex. U(s) = %(R(s) —Y(s)), for en vélvald konstant k;.
Antag att det star tva vattentankar 177 och T bredvid varandra. Tankarna ar
identiska, forutom att utloppsarean pa 1; ar storre dn pa To. Utflodet fran T
ar alltsa storre vid varje given vattenhdjd. Tankarna har samma inflode, som
vi kan styra. Linjériserat kring nollnivan ges da systemet av

¢:<‘02 _01>x+<1>u

Héar betecknar x1 och zo tankarnas vattenhdjder, och u betecknar inflédet in i
bada tankarna.

Vart mal ar nu att styra vattennivaerna. Detta gor vi genom att aterkoppla
fran tillstanden, som vi antar att vi kan méata.

. Visa att systemet &r styrbart. (1p)
. Designa en tillstandsaterkoppling v = —Lx sadan att polerna hamnar i s =
—241. (2 p)

. Om vi borjar med tomma tankar sa ar det fysikaliskt intuitivt att T3 aldrig kan
uppna en hogre vattenhéjd dn Th: vattenforlusten ar vid varje niva storre for
T1, men inflodet forblir alltid detsamma for bada tankarna. Ett sidant system
ar per definition inte styrbart. Varfor? I deluppgift a. kom vi trots det fram till
att ovanstaende system var styrbart. Betyder det att vi kan uppna x1 > o7
Forklara i sa fall hur.

Ledning: Utga fran definitionen av styrbarhet och fundera sedan pa skillnaderna
mellan modell och verklighet. (1p)
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d. Antag att man nu istéllet bara kan méta héjdskillnaden mellan tankarna
y=[1 —-1]z
Ar systemet observerbart? (1p)
e. Konstruera en observerare
&= A&+ Bu+ K(y — C#)

som skattar bade x1 och xy asymptotiskt korrekt och ger observerardynamik
med karakteristiskt polynom p(s) = (s + 2)(s + 1). (1p)

Solution

a. Styrbarheten kan vi avgdra med hjélp av styrbarhetsmatrisen

W,=(B AB)= (1 j)

Systemet ar styrbart om och endast om kolonnerna &r linjart oberoende, dvs.
determinanten ar skild fran noll.
1 =2

N O R R E

Systemet ar alltsd styrbart.

b. Vi onskar nu vélja ett L i styrlagen u = —Lx s att slutna systemets poler
hamnar i s = —2 + 4. Polerna ges av egenvirdena till den nya systemmatrisen

-2 0 I 1 —2-1 -1
A—BL— A 1 2
0 -1 ll 12 —ll -1 - 12
vilka fas ur det karakteristiska polynomet
s+2+4+10 Iy

l1 8+1+l2
=82+ B+l +1l2)s+2+1; + 20y

det(sI — (A — BL)) = = (s+2+1)(s+1+1s) — Il

Var 6nskan &r nu att detta ska vara lika med
det(s] — (A—BL)) = (s +2+i)(s+2—i) =8> +4s+5
s& att polerna hamnar dér vi vill. Identifiering av koefficienter ger da att

4=3+10+I
5=2+4+11+2l

vilket leder till (subtrahera t.ex. den &vre ekvationen fran den undre)

Lh=-1
lh=2

och L =(1; l3) &r bestamd.
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c. Systemet dr per definition styrbart om det for varje tillstand x finns en styr-
signal u som pa &andlig tid tar oss fran origo till x i tillstAndsrummet. Men
hur vi &n véljer inflodet kommer vi aldrig att lyckas na ett tillstand sadant att
vattenhdjden pa Tp ar storre &n vattenhdjden pa Th. Alltsd stdmmer inte var
intuition 6verens med definitionen av styrbarhet.

Det som éar styrbart hér ar det modellerade systemet, inte det verkliga systemet.
I modellen finns t.ex. inga méttningar medtagna, och hojd och infléde kan
dérmed bli negativa. D& kan man forst “suga ut vatten till negativ hojd”,
sedan lata x; bli storre &n x9 av sig sjilva (for negativa nivaer ar @1 > 9), for
att sedan fylla pa rikligt med vatten under kort tid. P& sd sétt kan man uppna
x1 > o9 och ddrmed samtliga tillstand i tillstdndsrummet.

d. Vi har observerbarhetsmatris

v (ea) = ()

som har determinant skild fran noll. Systemet &r darfér observerbart. Genom
att mata nivaskillnaden kan man faktiskt fa information om bada nivaerna.

e. Designekvationen det(sl — A+ KC) = p(s) ger K = 0.

Forklaring: Dynamiken som efterfragas dr faktiskt samma som for 6ppna sy-
stemet. Det innebér att en simulering av systemet

& = A% + Bu
kan anvindas, dvs ingen felaterkoppling behovs.

6. Du arbetar som reglertekniker och far som uppdrag att forbéttra regleringen
av en motor. Den nuvarande regulatorn har ldnge ansetts vara lite for langsam,
dvs. att den inte foljer referensvérdet tillréckligt snabbt. Forsok har gjorts for
att justera parametrarna i den nuvarande regulatorn, en PI-regulator, men har
endast resulterat i ett daligt ddmpat system. Du vill darfér forbattra regle-
ringen genom att anvinda en lamplig kompenseringsldnk, men du inser att du
behéver ett bodediagram for det 6ppna systemet.

a. Motorn ar en stabil process. Beskriv hur du med lampliga experiment kan
bestdmma bodediagrammet. (1p)

b. Du lyckas fa fram ett bodediagram, se figur 2. Efter diskussioner med ope-
ratorer har du konstaterat att snabbheten pa systemet bor tredubblas, dvs.
skarfrekvensen ska bli 3 ganger sa stor, utan att fasmarginalen forédndras. De-
signa en kompenseringslink som uppfyller denna specifikation. (3p)

Solution

a. Man kan t.ex. skicka sinussignaler med varierande frekvens till systemet och
méta amplitud (ger bodediagrammets amplitudkurva) och fasférskjutning (ger
bodediagrammets faskurva) pa utsignalen.
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Bode Diagram
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Figur 2 Bodediagram for det 6ppna systemet i uppgift 6.

b. Den nuvarande skirfrekvensen kan i bodediagrammet ldsas av till 2 rad/s och
den nuvarande fasmarginalen till 30°. Den nya skéirfrekvensen ska vara 3 ganger
sa stor som den gamla, den ska alltsa vara 6 rad/s. Vid den nya skérfrekvensen
har det 6ppna systemet en fasférskjutning pa ungefar -190°, vilket innebér att
kompenseringslanken maste ge ett faslyft pa 40° for att fasmarginalen ska forbli
oféréndrad.

Eftersom skérfrekvensen ska 6kas ar det en fasavancerande kompenseringsléank
som ska anvédndas:

s+b

= KN
Gre(s) K s+ bN

Ett faslyft pa 40° motsvaras da av parametern N =2 4.5. Faskurvans topp vill
vi ska hamna pa den nya skérfrekvensen, och parametern b kan da véljas enligt
b= “\’/CT% = 6/4/4.5. Slutligen ska K viljas sa att forstarkningen vid den nya
skarfrekvensen verkligen blir 1, dvs. forstdrkningen for det 6ppna systemet for
frekvensen w¥ = 6 rad/s liases av till |L(67)| ~ 0.3, dér L betecknar det 6ppna

systemet:

|Gk (iwe?) L(iwg¥)| = 1
KxVN|L(6i)| =1
Kgv/45-03=1
Ky = 1/(0.3v/4.5)

Kompenseringslanken ges alltsa av:
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s+6/VA5 s+ 2.83
Gx(s) = 1/(0.3V45) - 4.5 ~7.07. 2200
x(s) =1/ YN AP s+12.73

7. Ett atomkraftsmikroskop styrt av en I-regulator beskrivs av det 6ppna systemet

kii w(%
s 82+ 2woCs + wd

Go(s) = GRr(s)Gp(s) =

vars Nyquistkurva och Bodediagram &terges i figur 7 for wy = 1, = 0.005 for
tva olika virden pa k;.

3 3

2+ E 2+ E
1+ e 1F e
or - - o+ - 4
—1 - - —1 B
—2r - o i
-3 —2 o 2 -3 —2 o 2
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Figur 3 Nyquist- och Bodediagram for det 6ppna systemet i uppgift 7.

a. Visa att Nyquistkurvans skdrning med negativa reella axeln ges (da k; > 0) av
G()(%U()) = —chO . (1 p)

b. Berikna k; som ger amplitudmarginal A,, = 2. (Du far anvinda informationen
i uppg. a.) (1p)

c. Antag wy = 1, = 0.005 som i figurerna. Vilken fasmarginal kommer man fa
om man bestdmmer k; sa att amplitudmarginalen blir A,, = 27 (Avldsning i
diagram duger.) (1p)

Solution
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a. Om vi stoppar in s = iwq ser vi att

k; w? k;
Goliwg) = —= . 0 =
o(iwo) iwy —wi + 2iwd( + wi 2Cwo

vilket alltsa ligger pa negativa reella axeln. Eftersom fasen sjunker monotont
fran -90 till -270 grader finns inga andra skdrningar (vilket ju &ven syns i
figuren).

b. Vihar -4 = —2§—;0 vilket ger k; = Cwo d& A, = 2.

c. Den védnstra Nyquistkurvan har amplitudmarginal 2. Fran figuren ser vi da att
fasmarginalen ar ungefiar 90 grader.

10



