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Ovningsexempel 1

Modellering och linjarisering

1.1

1.2

Manga situationer i vardagen kan beskrivas och analyseras med hjéalp av begrepp
fran reglerteknik. Tdnk igenom scenariona nedan och forsok ge en beskrivning
som fangar de relevanta egenskaperna hos systemet:

® Vad vill man styra?

¢ Vilka styrsignaler anvands?

¢ Vilka matsignaler finns tillgdngliga?

¢ Paverkas systemet av nagra storningar?

* Anvinds oppen styrning eller aterkoppling for reglering?

* Rita ett blockschema som beskriver systemet. Blockschemat ska visa hur
matsignalerna, styrsignalerna och stérningarna &r kopplade till manniskan
(som har ar regulator) och till processen.

a. Du duschar och forsoker fa en 6nskad temperatur pa vattnet och ett onskat vatten-

flode. Duschen har ingen blandare, utan en varmvattenkran och en kallvattenkran.

. Du kor bil.

. Du kokar potatis pa spisen.

En bil kor p4 en plan landsvidg och vi antar att friktion och luftmotstind &r
forsumbara. Vi vill underséka hur bilen paverkas av gaspedalens lage u. Vi antar
att u varierar mellan 0 och 1, och att bilens acceleration ar proportionell mot
gaspedalens lage, a = ku.

= Bil -

. Stall upp differentialekvationen som beskriver sambandet mellan gaspedalens lage

u och bilens hastighet v. Ar systemet linjart?

. Lat istéllet bilens position p vara utsignal, y = p. Infor tillstdnden x; = v och

x9 = p och skriv systemet pa tillstdndsform.

c. Antag nu att bilen paverkas av ett luftmotstand som ger en motkraft som &ar

proportionell mot bilens hastighet i kvadrat. Med gaspedalens l4ge som insignal
och bilens hastighet som utsignal kan systemet nu skrivas

i=-—mx’+ku
y=x

Systemet ar inte langre linjart (varfor?). Lat £ = 1 och m = 0.001. Hitta den
stationsira hastighet y° som motsvarar att gaspedalen ar nedtryckt 10%, u°® = 0.1.

d. Linjarisera systemet kring den stationdra punkten i (c).



Ovningsexempel 1. Modellering och linjirisering

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

. Vad ar en lamplig tillstdndsvariabel for detta

. Antag att mitsignalen y ges av hojden A.

I figuren till hoger 4r en massa m fastsatt , | Y (_t)
i en viagg med en fjader och en dampare.
Fjadern har fjaderkonstanten £ och dam-
paren har dampningskonstanten c. Det
forutsatts att £ > c2/4m. PA massan ver-
kar en yttre kraft f. Massans forflyttning
fran sitt vilolage betecknar vi y och later
f(¢) vara insignal och y(t) vara utsignal. Kraftekvatlonen ger att

ANANNANNNY
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NNAAY
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O
O

my = —ky —cy+f
Infor tillstdnden x; = ¥ och xo = y och skriv systemet pa tillstdndsform.

I RLC-kretsen till hoger ar spanningen o ! |i| o
vUin(t) insignal och vy (t) utsignal. Med
hjalp av Kirchoffs spanningslag ser vi att Vin C—— | Vow
L
di
Uin—Ri—Uut—LéZO © m ©

For kondensatorn galler dessutom att
Cl)ut =1

Infor tillstdnden x; = vy och x93 = vy och skriv systemet pa tillstandsform.

En cylindrisk vattentank med tvarsnittsare-

an A har ett inflode och ett utflode q,;. Malet | |
ar att reglera nivan A i tanken via inflodet lqin
qin. Utloppsarean ar a. Under forutsiattning

att utloppsarean ér liten i forhallande till I
tankens tvarsnittsarea sa giller Toricellis lag

vt = V2gh for utloppshastigheten.

system? Bestam en differentialekvation som
anger hur denna beror pa inflodet gy,.

‘ L Gout
—

Ange pa tillstandsform hur nivan beror pa inflédet gy,.

. Lat inflodet vara konstant q;, = q?n. Bestiam motsvarande konstanta tankniva A°

och utflode ¢°;. Linjdrisera systemet kring denna stationira punkt.

Skriv péa tillstandform
Y+3i+2y+y=u

dar u(t) dr insignal och y(¢) dr utsignal. V&lj tillstdnd x; = y, x3 = y och x5 = j.

En process med utsignal y(¢) och insignal u(t) beskrivs av differentialekvationen

§ 4y +yy=u?

. Infor tillstdnd x; = ¥, x2 = y och skriv systemet pa tillstandsform.
. Finn alla stationsra punkter (xJ, x3, u°) till systemet.

. Linjarisera systemet kring den stationira punkt dar u° = 1.
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Ovningsexempel 1. Modellering och linjdrisering

Linjarisera systemet

X = x?xz +V2sinu (= fi(x1, x2, v))

%o = X1%2 + V2 cosu (= fa(x1, x9, v))

2

y = arctan -2 + 2u (= g(x1, x2,u))

X1

kring den stationira punkten u® = /4.

En enkel modell av en satellit i omloppsbana kring jorden ges av differential-
ekvationen

#(t) = r(t)w® — ré?t) + u(t)

dar r ar satellitens avstand till jorden och w dess vinkelacceleration, se figur 1.1.
Satelliten har en liten raketmotor med vars hjilp den kan ges en kraft u i radiell
led.

u(t)

Figur 1.1 Satellit i omloppsbana kring jorden.

. Infor tillstdndsvektorn

o- (1)

Betrakta r som utsignal och stéll upp de olinjara tillstandsekvationerna for syste-
met.

. Linjarisera tillstdndsekvationerna kring den stationira punkten

(r, 7, u) = (rO, 0, 0)

Skriv upp det linjira systemet pa tillstandsform. Uttryck r° i 8 och w.



Ovningsexempel 2

Dynamiska system

2.1

2.2

10

Ett dynamiskt system kan beskrivas pa olika sétt - med en overforingsfunktion,
med en differentialekvation, och med system av differentialekvationer pa till-
standsform. I den har uppgiften omvandlar vi mellan de olika beskrivningarna for
fyra exempel pa dynamiska system, fran biologi, mekanik, elektronik och ekonomi.

. En modell for bakterietillvixt i en bioreaktor ges av

. (10 1 4 0
=127 _q|* 1]
y [1 0] x
dar u ar inflodet av glukoslosning till reaktorn och y 4r massan av bakterier. Be-

stam overforingsfunktionen fran u till y samt en differentialekvation som beskriver
sambandet mellan in- och utsignal for systemet.

. En enkel modell av ett teleskop ges av

d*y | _dy
J—=+D—=u
dt? dt
dar y ar teleskopets vinkel mot jordytan och u ar vridmomentet fran motorn som
styr teleskopet. Bestam overforingsfunktionen fran u till y samt skriv systemet pa
tillstandsform.

. Ett elektroniskt lagpassfilter anvéands vid ljudinspelning for att dampa ut hogfre-

kvent brus. Insignalen u ar den ursprungliga brusiga signalen och utsignalen y
ar den signal som registreras. Filtret skrivs pa tillstandsform som

dx_ 1 +1
dt B T RY
y=x

Bestdam overforingsfunktionen fran u till y.

. Overforingsfunktionen for en modell som beskriver ekonomisk tillvaxt ges av

_ 4
Gls) = s3 + as? + Bs

dér insignalen u &r skillnaden mellan sparande och investeringar i ekonomin, och
utsignalen y d4r BNP. Skriv systemet pa tillstandsform.

Bestam overforingsfunktionen samt ange en differentialekvation som beskriver
sambandet mellan in- och utsignal for systemen

(%) (o)

y= [—1 1) X+ 2u
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2.6

2.7

2.8

Ovningsexempel 2. Dynamiska system

(3 ) )

y= [1 2] x4+ 3u
Bestdm impulssvar och stegsvar for systemen i uppgift 2.2.

Hirled formeln G(s) = C(sI — A)™'B + D for ett allmént system

x = Ax+ Bu
Betrakta systemet y=Cx+ Du
1
G - -
(s) s244s+3

. Berikna systemets poler och nollstallen. Ar systemet stabilt?
. Vad ar systemets statiska forstarkning?

. Berdkna startvirdet och slutvardet for systemets stegsvar.

. Beridkna startviardet och slutvirdet for systemets impulssvar.

. Beridkna begynnelsederivatan for systemets stegsvar.

Betrakta systemet
0.25

G(s)= — =2
)= 570657025

. Beridkna systemets poler och nollstallen.
. Vad ar systemets statiska forstarkning?

. Beridkna och skissa systemets stegsvar.

Bestam overforingsfunktionen och poler for den svingande massan i uppgift 1.3.
Forklara hur polerna flyttar sig om man dndrar % respektive c¢. Kan polerna hamna
i hoger halvplan?

Bestam overforingsfunktionen for

. RLC-kretsen i uppgift 1.4,

. den linjariserade tanken i uppgift 1.5

11



Ovningsexempel 2. Dynamiska system

2.9 Betrakta det linjara och tidsinvarianta systemet
dx _ (0 -1) (1
at (1 o) " (o)"

y = (1 —1]x

a. Ar systemet asymptotiskt stabilt?

b. Ar systemet stabilt?

2.10 Har 6verforingsfunktionen

s+4

G(s):ss+2sz+3s+7

nagon pol i hoger halvplan?

2.11  Avgor vilka fem av de foljande overforingsfunktionerna som hor ihop med néagot
av de nedanstdende stegsvaren A-E.

0.1 4
Gi(s) = s+0.1 Ga(s) = 2+ 25+ 4
0.5 —0.5
Gs()= 01572 Gis) = 01512
1 4
Gs(s) = 17 Gos) = 3085 14
2
Gile) = s vs
y(t) A A ¥() | /\ B
1 /N 1 \//'\
0 — 0
01 5 10 ¢ 01 5 10 ¢
y() & c y() & D
1 1
0 ‘ 0 — -
01 5 10 ¢ 01 5 10 ¢
y(t) & E
1

[}
=
(9}
=
[e=]
=~

12



Ovningsexempel 2. Dynamiska system

2.12 Para ihop vart och att av de fyra pol-nollstédllediagram med nagot av stegsvaren

A-G.
| |
1. 2.
Xl 1 1
— —- H—H—T—
-3 -2 1 -3 -2 -1 1
X| -1 -1
| |
3. 4.
Xl 1 1
: : : o>, - O S—— —
-3 -2 -1 1 -3 -2 -1 1
X} -1 -1
y() & (¢ B
/\ A . ¥(2)
1 \/ / t
T 5 10
0 L L o
01 5 10 ¢
y() A y() A
/ C D
1 ' \/
0 ' — 0 '
01 5 10 ¢ 01 5 10 ¢t
y(t) &  y(2)
/ E 1 F
1
0 1 — - \A 5 10
01 5 10 ¢
(%) G
1
. . . e~ l
1 \/ 10

13



Ovningsexempel 2. Dynamiska system

2.13 Glykemiskt index ar ett matt pa hur snabbt kolhydrater frdn maten tas upp av
kroppen. For att ta fram glykemiskt index studerar man systemet nedan, dar
overforingsfunktionen G(s) ar olika for olika typer av kolhydrater.

Matintag Bl kerniva
~]| G(s) odsockernivi

a. I figuren nedan visas impulssvaret fran matintag till blodsockerniva for tva typer
av mat, fullkornspasta med lagt GI (heldragen linje) och sockerdricka med hogt
GI (streckad linje). Vilka av foljande Gverforingsfunktioner kan anvéandas for att

modellera kroppens upptag av fullkornspasta, respektive sockerdricka?

1 1
Gils) = 51 2(5) = 7341
1 1
GO Gy R CEEE
1 1
@)= 7D Go(s) = 573+ 1)
3 “ —— Fullkornspasta
oo b e y
::,3; Lo "l Y - - - Sockerdricka
=] 1 \
2 1 \
o] 1 \\
0.5 ll ........... .‘,\ ........................................................................................
0 “r-- - : ‘
0 1 2 3 4 5 6 t[h]

b. Varfor 4r det mer intressant att titta pa impulssvar &n stegsvar for den héar

tillampningen?
2.14  Bestam overforingsfunktionen fran U till Y for
a.
U Gy Y -
Gy |-
b.
- H,
Y
o
H, |

14
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Ovningsexempel 2. Dynamiska system

Gs > )

U
G =1 G -
LD @ -

—H,

_Hl -

Blockschemat i figur 2.1 visar temperaturregleringen i ett rum. Méatsignalen y
ar temperaturen i rummet. Styrsignalen u dr virmeelementens effekt. Referens-
vérdet r &r den 6nskade temperaturen. En regulator Gg(s) styr virmeelementets
effekt baserat pa skillnaden mellan den 6nskade och den uppmétta temperaturen,
e. Temperaturen i rummet paverkas ocksa av utetemperaturen som kan ses som
en storning d.

D(s)

R(s) E(s) Gals) Ul(s) Gr(s) Y (s)
R(S P\S -

Figur 2.1

. Bestam overforingsfunktionen fran R(s) till Y (s).
. Bestam overforingsfunktionen fran D(s) till Y (s).
. Bestdm overforingsfunktionen fran R(s) till E(s).

. Bestam overforingsfunktionen fran D(s) till U(s).

Betrakta foljande 6verforingsfunktion:

s24+6s+7

G(s):sz+5s+6

Skriv systemet pa

. diagonalform
. styrbar kanonisk form

. observerbar kanonisk form

15



Ovningsexempel 3

Frekvensanalys

3.1

3.2

16

Antag att systemet
0.01(1 + 10s)

(1+s)(1+0.1s)

utsitts for insignalen u(t) =sin3t, —oco << 00

G(s) =

. Berdkna utsignalen y().

. Bodediagrammet for systemet visas nedan. Bestam utsignalen pa ett ungefar

genom att anvinda Bodediagrammet istéllet.

10-1 ™ T T T T T T ]
- i
= a
£
f‘g 10725 =
@ B
Hel -
= |
107° | .
m
T T T T T T T
45 - .
T of |
o~
20
[7]
<
~ 45} N
—90 |- ]
| R RN RN Ll Ll Ll
1073 1072 10t 10° 10! 102 103

Frekvens[rad/s]

Vi analyserar de tva systemen i figur 3.1, havsvattnet i Oresund och vattnet i en
liten tradgardspool. Insignalen till systemen &r lufttemperaturen och utsignalen
ar vattentemperaturen.

. Figur 3.2 visar tvad Bodediagram. Vilket diagram hor till vilket system?

. Vi antar att lufttemperaturen varierar sinusformat med period 7' = 1 ar. Luftens

hogsta temperatur p4 sommaren ar 19°C och lagsta pa vintern ar —5°C. Vad éar
skillnaden mellan hogsta och lagsta havsvattentemperatur under aret? Anviand
Bodediagrammet.

. Under en sommardag antar vi att lufttemperaturen varierar sinusformat med

period T' = 1 dag. Dagens hogsta temperatur (kl 13.00) ar 27°C och lagsta tempe-
raturen (kI 1.00) dr 14°C. Nar under dagen ar vattnet i tradgardspoolen varmast?
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Ovningsexempel 3. Frekvensanalys

O
//’i/ AN
Luft- Vatten- éll ;
temperatur temperatur ~——
= Gi(s) - ~—
~~_ N~
Luft- Vatten- €3
temperatur temperatur \ /
1 ] St

Figur 3.1

10°
1071

1072

|G(iw]

1073

10

U L 11 A B B A1

—45 | AN :

arg(G(iw))

BT M R R —— .

Ll el R | | | Ll
10°° 10~ 1073 102 101! 10° 10!
wlrad/h]

Figur 3.2 Bodediagram till uppgift 3.2.

Antag att den svingande massan i uppgift 1.3 har m = 0.1 kg, ¢ = 0.05 Ns/cm
och £ = 0.1 N/cm si att 6verforingsfunktionen blir

10

G(s) = ———
() s24+05s+1

. Lat massan paverkas av kraften f = sinwt¢, —0o < ¢t < oo. Berdkna utsignalen

niar w = 0.2, 1 respektive 30 rad/s.

. Anviand istéllet systemets Bodediagram i figur 3.3 for att ungefarligt bestimma

utsignalen nar w = 0.2, 1 respektive 30 rad/s.

17



Ovningsexempel 3. Frekvensanalys

T — — — — T
101 ; é
2 10} .
g - f
% B n
® 107t E E
w = ]
:s B i
< 10—2 ? é
10 | !
-l [ | [ [ IR N -
- — — — —
0 = -
—45 | ]
=
g
B —90f |
3
=
—135 | =
—180 |- =
Ll (AN [ [ L
1072 107! 10° 10! 102
Frekvens[rad/s]
Figur 3.3 Bodediagrammet for den svingande massan i uppgift 3.3.
3.4 Rita Bodediagrammet for foljande 6verforingsfunktioner:
a. 3
G(s) = —
(s) 1+s/10
b. 10
Gis)= —
(14+10s)(1+5s)
c e
G(s) =
(s) 1+s
d 1
G(s) = +s
(1+s/10)
e. 2(1 + 5s)

G) = S5 0.25 7 0.2559)

3.5 Utnyttja resultatet fran foregdende uppgift for att rita Nyquistdiagrammet for

a. 3
G6) = 15710
b. Gs) 10

~ (1+10s)(1+s)

18
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G(s) =

—S

e

Ovningsexempel 3. Frekvensanalys

1+s

For att undersoka dynamiken hos ett stabilt system har man genom frekvens-
svarsexperiment uppmétt Bodediagrammet nedan. Vad ar systemets 6verforings-

funktion?

10°

1071

1072

Forstarkning

10-3

=L AL ALY S A RALL B RALALY

10~

o
|

Fas[grad]

—-90

1072

1071

10°

101

102 103 104

Frekvens[rad/s]

For att undersoka dynamiken hos ett okdnt system har man métt upp dess Bode-
diagram, se nedan. Bestdm med hjilp av Bodediagrammet systemets Gverforings-

funktion.
— — - — — - T
w 100} E
k= - E
g i i
f:a 1071 i E
£ - =
0 [~ ]
= B ]
10*25* E
:\\ I | || I | L] |
90
0, ]}
=
]
B —90 | =
i)
]
[
—180 |- n
—270 | s
il l [ | l [ l [ | l [ |
1001 2 5 10° 2 5 10! 2 5 102 2 5 10°
Frekvens[rad/s]

19



Ovningsexempel 4

Aterkopplade system

4.1 Antag att luftens temperatur y i en ugn beskrivs av differentialekvationen
¥(£) + 0.01y(¢) = 0.01u(?)
déar u dr virmeelementets temperatur.
a. Lat u vara insignal och y utsignal och bestdm ugnens 6verforingsfunktion Gp(s).

b. Ugnen ska regleras med en P-regulator, Gg(s) = K, enligt blockschemat nedan.
Vad blir slutna systemets 6verfoéringsfunktion?

GR - Gp —

c. Vilj K sa att slutna systemet far det karakteristiska polynomet

s+0.1
4.2 I figuren nedan visas ett blockschema for ett hydrauliskt servosystem i en auto-
matsvarv.
f
r e Gr u Gy y -
-1

Mitsignalen y(¢) representerar svarvstélets position, r(¢) 4r svarvstalets énskade
lage och f(¢) ar skarkraften. Gy dr lagesgivarens och forstarkarens overforings-
funktion, och Gp ar dynamiken for verktygssliden och hydraulkolven:

1

Gr(s) = ms2 4+ ds

diar m ar massan for kolv och slid, och d slidens viskdsa ddampning. I uppgiften
antas att r(¢) = 0.

a. Hur stor blir i stationért tillstidnd avvikelsen e(¢) = r(¢) — y(¢) mellan svarvsté-
lets verkliga ldge och dess referensvirde d& skarkraften f(¢) dndras i form av
ett enhetssteg? Regulatorn antas vara en forstarkare med konstant forstarkning
GR (s) =K.

20
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Ovningsexempel 4. Aterkopplade system

b. Hur forandras detta fel om forstarkaren erséatts med en Pl-regulator med overfo-

ringsfunktionen Gg(s) = K; + Ky/s?

En process regleras med en proportionell regulator enligt figuren nedan. Det
forutsatts att r = 0.

. Vid métningen av processens utsignal upptriader en stérning n. Berdkna over-

foringsfunktionerna fran n till y resp. fran n till u.

. Lat Gp(s) = sﬁ% och antag att stérningen bestar av en sinussignal n(t) = A sin wt.

Vad blir u och y efter att transienterna avklingat?

. Antag att K = 1 och A = 1 i foregdende deluppgift. Berdkna sviangningarnas

amplitud i u och y for fallen w = 0.1 resp. 10 rad/s.

I figuren nedan visas ett blockschema for en gyrostabiliserad plattform. Den styrs
av en motor som ger ett moment pa plattformen. Plattformens vinkelldge av-
kédnns med ett gyroskop, som ger en signal proportionell mot plattformens avvi-
kelse fran referensvardet. Signalen forstarks av en forstarkare med overforings-
funktionen Gp.

6Ore 1 0
i Gr(s) - x = -

Det &ar onskvért att stegéndringar i referensvirdet 6, eller stormomentet M pa
plattformen ej ger néagot bestdende vinkelfel. Ange i detta fall formen pa over-
foringsfunktionen Gg. Ledning: Ansatt Gr(s) = Q(s)/P(s), Orr(s) = 67,7/s och
M(s) = M°/s.

Vid upphettning av ett temperaturbad kan man anta att temperaturen vixer
linjart med 1°C/sekund. Temperaturen métes med ett termoelement vars over-

foringsfunktion ar
1

14T

dar tidskonstanten T' = 10 sekunder. Efter ett insvingningsforlopp erhéalles sta-
tionéra betingelser sa tillvida att temperaturgivarens utslag vaxer med konstant
hastighet. Vid en tidpunkt avlidses temperaturen till 102.6°C. Berdkna badets
verkliga temperatur.

G(s) =

Betrakta ett system Go(s) med foljande asymptotiska amplitudkurva. Antag att
systemet saknar tidsfordréjningar och nollstéllen i hoger halvplan.

21



Ovningsexempel 4. Aterkopplade system

4.7

4.8

22

log |G|

lutning —2

|Go| =1 1

lutning —1

w=1 w=5 log w

Antag att systemet aterkopplas med —1 och att det slutna systemet ar stabilt.
Vilken eller vilka av foljande referenssignaler kan det slutna systemet folja utan
stationart fel?

Antag att r(¢) = 0 d& ¢ < 0, samt att konstanterna a, b och ¢ # 0.

.r(t)=a

. r(¢) = bt

. r(t) =ct?
.r(t)=a+bt

. r(t) = sin(¢)

1
I en enkel reglerkrets ar processen given av Gp(s) = ————= och regulatorn av

(s+1)3
GR(.S‘) =6.5.

. Bestam kénslighetsfunktionen S(s).

Kanslighetsfunktionens amplituddiagram visas nedan.

. Hur mycket dampas lagfrekventa laststorningar av reglerkretsen i sluten loop

jamfort med 6ppen loop?

. Vid vilken vinkelfrekvens ar reglerkretsen kansligast for storningar och hur mycket

forstarks storningar som mest?

101 [ ! L—_— ! R
a0 |
g = i
£
:E 10° 8 E
173 8
3 B i
P |
1071 b I . PR R I . A
10! 2 5 10° 2 5 10!

Frekvens[rad/s]

Nedanstaende figur visar amplitudkurvorna for kidnslighetsfunktionen S och den
komplementara kanslighetsfunktionen T for en normal reglerkrets.
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. Avgor vilken kurva som motsvarar kanslighetsfunktionen och vilken som motsva-

rar den komplementéra kanslighetsfunktionen.

. Ange de frekvensintervall dar storningar forstarks respektive reduceras av ater-

kopplingen. Hur mycket forstarks storningar i varsta fallet?

. Ange det frekvensomrade dir utsignalen vil kan folja referensvéirdet.

. Vad ar minsta avstandet mellan kretsoverforingens Nyquistkurva och punkten —1

i det komplexa talplanet? Vad innebar detta for amplitudmarginalen?

I en enkel reglerkrets ar kretsoverforingsfunktionen

Gols) = Grls)Gr(9) =

Rita rotorten for det aterkopplade systemets karakteristiska ekvation med avse-
ende péa forstarkningsparametern K.
I en enkel reglerkrets ar kretsoverforingsfunktionen

K(s + 10)(s + 11)

Gols) = Gr(5)Gr(3) = =) (s + 2)

. For vilka viarden pa K ar det aterkopplade systemet stabilt?

. Skissa rotortens principiella utseende.

Figuren nedan visar blockschemat for en skrivare.

. For vilka varden pa forstarkningen K ar systemet asymptotiskt stabilt?

. Man vill att skrivaren skall kunna félja en rampéandring av referenssignalen med

ett fel som &r mindre &n 5 mV stationédrt dad rampéndringen ar 0.1 V/s. Kan detta
uppnas genom lamplig injustering av forstarkningen K?
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4.12

4.13

4.14

24

s+2 s(s+1)

Betrakta Nyquist-kurvorna i figur 4.1. Antag att motsvarande system regleras
med en proportionell regulator:

u=K(r—y)

For vilka K &r det slutna systemet stabilt? I samtliga fall galler att det 6ppna
systemet saknar poler i hoger halvplan.

a) | Im b) | Im
Re ‘ ‘ ‘ Re
—2 — 1 —2 -1 1
-1 -1
—2 —2
-3 -3
c) | Im d) | Im
i Re
—2 — 1
\_1-/
—2
-3 -3

Figur 4.1 Nyquistkurvor i uppgift 4.12.

Betrakta en process med overforingsfunktionen

1

Gl Gy

Undersok stabiliteten hos det slutna system som erhalles med proportionell ater-
koppling

u=K(r—y)
Ange speciellt det kritiska vardet pa forstarkningen K di systemet 6vergar fran

stabilitet till instabilitet. Anvind Nyquistteoremet.

Nyquistkurvan for ett system &r given i figur 4.2. Systemet ar stabilt, dvs saknar
poler i héger halvplan.

Antag att systemet aterkopplas proportionellt med styrlagen
u=K(r—y)

Ange for vilka viarden pa forstarkningen K som det slutna systemet ar stabilt.
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Re

~— /Y m

-1+

Figur 4.2 Nyquistkurva for systemet i uppgift 4.14.

brannzontemp.

referenstemp. bransleflode

¢ ¢

Gr -] G; -

—1 -

Figur 4.3 Blockschema for cementugn med temperaturregulator i problem 4.15.

For att fa jamn produktkvalitet i en cementugn ar det vasentligt att den s.k. brann-
zontemperaturen héalls konstant. Detta dstadkommes genom att man mater brann-
zontemperaturen och reglerar bransleflodet med en proportionell regulator. Ett
blockschema for systemet visas i figur 4.3. Hur stor far regulatorns forstarkning K
hogst vara om det aterkopplade systemet skall vara stabilt? Overforingsfunktionen
fran branslefléde till brannzontemperatur ar

e—9s

Gp(s) = ———
p(s) (1 + 20s)2

I en destillationskolonn giller att overforingsfunktionen fran energitillforsel till

koncentration i vatskefasen hos en lattflyktig komponent ar

dar tidsskalan dr métt i minuter. Processen regleras med en PI-regulator med
overforingsfunktionen
1
Gr(s)=10|1+4+ —
r(S) ( Ty S)
Hur stor far transportfordréjningen L hogst vara for att systemet skall ha minst
10° fasmarginal?

En process med oéverforingsfunktionen Gp(s) aterkopplas enligt figur 4.4. Pro-
cessen Gp(s) har samtliga poler i vianster halvplan, och Nyquistkurvan for Gp
visas i figur 4.5. Det forutsittes att Gp(iw) inte skir reella axeln fler gdnger 4n
vad som visas i figuren.

Vilka av nedanstaende alternativ ar riktiga ? Motivera!

a. Amplitudmarginalen A,, <2 om K = 1.

b. Fasmarginalen ¢,, < 45° om K = 1.
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() K Grls) |—

—1 |-

Figur 4.4 Aterkopplat system i uppgift 4.17.

Alm

-15 - —-0.5

—0.5 |

Figur 4.5 Nyquistkurva for processen Gp(s) i uppgift 4.17.

c. Om forstarkningen K sénks minskar fasmarginalen.

d. Om K = 2 blir det aterkopplade systemet instabilt.

4.18 Bodediagrammet for kretsoverforingsfunktionen G, = GrGp for en viss regulator
och process visas i figur 4.6. Antag att systemet aterkopplas enkelt.

a. Hur mycket kan regulatorns eller processens forstarkning 6ka utan att det slutna
systemet blir instabilt?

b. Hur mycket ytterligare negativ fasforskjutning kan introduceras vid skirfrekven-
sen utan att det slutna systemet blir instabilt?

4.19 Ett Bodediagram for kretsoverforingen nidr den undre tanken i dubbeltank-
processen regleras visas i figur 4.7. Vad ar systemets dodtidsmarginal?
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Figur 4.6 Bodediagram for kretséverforingen i problem 4.18.
o
£
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Figur 4.7 Bodediagram for kretsoverforingen vid reglering av undre tanken i uppgift 4.19.
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Ovningsexempel 5

Tillstandsaterkoppling och
Kalmanfiltrering

5.1

5.2

5.3

54

5.5

5.6

28

Ett linjart system beskrivs av matriserna

A:[_Ol _12] B:[’?] c=(0 7) D=0

. For vilka viarden pa B ar systemet styrbart?

. For vilka varden pa y ar systemet observerbart?

Ett linjart system beskrivs av matriserna
-2 0 4
A_[l 0] B_[_2] c=(-1 1)
Ange vilka tillstdnd som &r styrbara.
dv _ (-2 -1) (1
a1 o)¥T 2]

y:(l l)x

Ar systemet observerbart? Om inte, ange vilka tillstand som inte &r observerbara.

Givet systemet

Betrakta systemet

dx -1 0 1 1
a0 B o) o=l
@ s AT . T T T T
Kan man pa #ndlig tid uppné punkterna (3 0.5)",(5 5)°,(0 0),(10 0.1),
(1 —0.5)T? Vilka punkter kan uppnas?

Betrakta foljande system:
dx _ (-2 3 n 1
dat (1 —4) "7 (2)"
y = (3 7) x
Ar systemet styrbart?
Ett dynamiskt system beskrivs med tillstdndsmodellen
. (-2 2 4 5
=1y _3|* ol
y = (1 0] x
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Ovningsexempel 5. Tillstindsdterkoppling och Kalmanfiltrering

. Ar systemet styrbart? Vilka tillstand kan pa andlig tid nas fran begynnelsetill-
standet x(0) = (0 O)T?

. Beriakna systemets 6verforingsfunktion.

. Kan samma in-utsignalrelation beskrivas med farre antal tillstand? Ange i sa fall
en sadan tillstdndsbeskrivning.

Ett linjart dynamiskt system med overforingsfunktionen G(s) ar givet. Systemet
ar styrbart. Vilket eller vilka av nedanstidende pastdenden &r sékert sanna?

. Genom aterkoppling fran alla tillstdnd kan polerna till det slutna systemets 6ver-
foringsfuntion placeras godtyckligt.

. Genom aterkoppling fran alla tillstdnd kan nollstéillena till det slutna systemets
overforingsfunktion placeras godtyckligt.

. Om tillstandsvariablerna ej ar tillgingliga for matning, kan de alltid skattas
genom derivering av utsignalen.

. Om tillstandsvektorn skattas med ett Kalmanfilter
£=A%+Bu+ L(y—C%)

kan man genom val av matrisen L astadkomma godtyckligt snabb konvergens av
den estimerade tillstdndsvektorn £ mot den verkliga tillstandsvektorn x.

Bestdm en styrlag u = k,r — Kx for systemet
dx _ (-1 0) (1
at Lo —2)*" |2)"
y= [1 1] x

sa att det aterkopplade systemets poler placeras i —4 och den stationéra forstark-
ningen blir 1.

Lashuvudets position i en harddisk beskrivs av tillstaindsmodellen
dx _ (=05 0 x4 3 "
dte |1 0 0

y=[0 l]x

. Berdkna en tillstandsaterkoppling,
u=—Kx+k,r
sa att det slutna systemet far poler i s = —4 & 4i och s att den statiska forstark-

ningen fran referensviardet till utsignalen blir 1.

. Beridkna ett Kalmanfilter,

%=A£+Bu+L(y—C£)

for systemet. Motivera kort nodvandiga designval.
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5.10

30

attitydraketer

rorelseriktning

N

Figur 5.1 Manlandaren i problem 5.10.

4 v I B s o s o v s s |2

Figur 5.2 Blockschema for manlandarens dynamik i z-led.

aterkoppling ' X1

Figur 5.1 visar Apolloprojektets manlandningsfarkost LEM. Vi skall studera ett
mojligt system for reglering av horisontell forflyttning 6ver méanytan. Antag att
farkosten sviavar med hjalp av raketmotorn en bit 6ver manytan. Om farkostens
attitydvinkel (vinkel i forhallande till lodlinjen) ar skild fran noll erhalles en kraft-
komponent i horisontalled och vi far acceleration utefter manytan. Astronauten
styr farkostens lage med hjalp av attitydraketer.

Studera blockschemat som visar sambandet mellan mellan u, styrsignalen till
attitydraketerna, attitydvinkeln € samt lageskoordinaten z. Se figur 5.2.

I'béde - och z-led lyder farkosten Newtons rorelselag utan négon som helst dédmp-
ning. Overforingsfunktionen fran astronautens styrsignal u till langdkoordinaten

z ar
KK,
54

G.(s) =

och ar helt omajlig att styra manuellt. For att underlatta astronautens styruppgift
andrar vi pa farkostens dynamik genom att infora interna aterkopplingar. Det
innebar att astronautens styrspak inte ar direkt kopplad till motorerna utan
istdllet fungerar som en joystick som anger vilken hastighet farkosten ska ha.

En regulator ska sedan omvandla utslaget pa styrspaken till en styrsignal till
attitydraketerna. Vi har till vart forfogande foljande matsignaler:

o Attitydvinkelns tidsderivata 6 matt med rategyro.

* Accelerationen i z-led () matt med accelerometrar péa gyrostabiliserad platt-
form.

e Hastigheten i z-led (2) métt med dopplerradar.

. Infor tillstanden

x1=9
x2:2
x3=2"

och skriv systemet péa tillstdndsform. Lat hastigheten i z-led vara utsignal till
systemet.

. Ange en aterkoppling som utnyttjar de tre métsignalerna si att systemet far tre

poler i s = —0.5 och sa att astronautens styrsignal blir borvarde for hastigheten i
z-led. Du behover inte berdkna forstarkningen £,.
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Ovningsexempel 5. Tillstindsdterkoppling och Kalmanfiltrering

En konventionell tillstdndsaterkoppling har inte sidkert integralverkan. Féljande
procedur ar ett sitt att infora integralverkan. Lat det ursprungliga systemet vara

d
d—f:Ax#—Bu
y=Cx

Utvidga tillstdndsvektorn med en extra komponent

o1 = f Ce(r)dr = f (1) — y(1)) dr

Det system som da erhalles kan beskrivas med

dx. _ (A 0) (B, . (0
at _|l=c o) *T o) ¥ 1]

X
Xe =
Xn+1

En tillstandsaterkoppling for detta system ger en styrlag pa formen

dar

u=—Kx—knpy1%,11 = —K,x,
Denna regulator som efterstravar att styra y mot r har uppenbarligen integral-

verkan. Anviand denna metodik for att bestdamma en tillstdndsaterkoppling med
integralverkan for systemet

dx _ (0 1 ot 0 "
dt ~ |0 0 1
y = [1 0] x
sadan att det slutna systemet far det karakteristiska polynomet.

(s+a)(s® +2¢ws +w®) =0

a7 L) (5)
y= (0 1)x

Man onskar skatta tillstAndsvariablerna med hjalp av modellen

Givet systemet

di
Y% _ A%+ Bu+L(y — C3)
dt

Bestdm L s& att Kalmanfiltrets poler hamnar i s = —4.

Givet ett dynamiskt system
dx _ (-4 -3 + 1
a1 o) " (o)"¥
y = (1 3) x

Systemet har inte de 6nskade egenskaperna utan man vill ha ett system med
polerna i —4.

. Aterkoppla fran samtliga tillstdnd s& att det aterkopplade systemet far onskade

egenskaper.
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b. Antag att endast utsignalen y kan matas. For att kunna anvéanda tillstandséa-
terkoppling maste man skatta tillstdnden x t.ex. med ett Kalmanfilter, som ger
skattningen £ av x. Sedan kan man anvinda styrlagen u = —K3*.

Kan man med ett Kalmanfilter &stadkomma att skattningsfelet avtar enligt det
karakteristiska polynomet (s + 6)2?

c. Kan man med ett Kalmanfilter astadkomma att skattningsfelet avtar enligt det
karakteristiska polynomet (s + 3)2?

Kommentera kortfattat de erhallna resultaten.



Ovningsexempel 6

Designmetoder

6.1

6.2

6.3

6.4

En PID-regulator har éverfoéringsfunktionen

Gr(s) =K<1+7}

iS

+ Tds>

a. Beridkna hur mycket regulatorn forstarker resp. fasvrider vid en given frekvens w.

b. For vilken frekvens har regulatorn minimal forstarkning? Vad blir forstarkningen

och fasvridningen vid denna frekvens?

Processen

regleras med en PID-regulator med K = 2, T; = 2 och Ty = 0.5. For att se
inverkan av avvikelser fran det instéllda virdet hos PID-parametrarna skall vi
andra var och en av K, T; och T; med en viss faktor och se hur det paverkar dels
stegsvaret (fran referensviarde och fran laststérning) och dels det kompenserade
oppna systemets Bode-diagram. Referenssignalen bestar av ett enhetssteg vid
t = 0 och laststérningen av ett negativt enhetssteg.

a. Vi borjar med att studera vad som hénder vid en fyrdubbling av respektive pa-

rameter. I Fig. 6.1 visas det nominella fallet (K, T}, Ty) = (2, 2, 0.5) (heldragna
svarta kurvor) tillsammans med fallen (8, 2, 0.5), (2, 8, 0.5) och (2, 2, 2). Para ihop
de tre Bode-diagrammen och de tre stegsvaren i Fig. 6.1 med dessa tre fall.

b. Vi studerar nu vad som hénder vid en minskning av respektive parameter med

en faktor 2. Det nominella fallet (K, T}, Ty) = (2, 2, 0.5) (heldragna kurvor) visas i
Fig. 6.2 tillsammans med fallen (1, 2, 0.5), (2, 1, 0.5) och (2, 2, 0.25). Para ihop de
tre Bode-diagrammen och de tre stegsvaren i Fig. 6.2 med dessa tre fall.

Styrningsdynamiken hos ett fartyg kan approximativt beskrivas med

dr

J
dt

+Dr=0C§

dar r ar girhastigheten [rad/s] och § roderutslaget [rad]. Vidare ar J [kgm?]
troghetsmomentet med avseende pa batens giraxel, D [Nms] dr en dampningskon-
stant och C [Nm/rad] en konstant som anger rodereffektivitet. Lat roderutslaget
S vara styrsignal. Ange en Pl-regulator for reglering av girhastigheten sadan att
det slutna systemet far den karakteristiska ekvationen

2+ 2ws+w?=0

En elektrisk motor kan approximativt beskrivas med differentialekvationen
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Figur 6.1 Bodediagram och stegsvar d4 PID-parametrarna fyrdubblas i uppgift 6.2a. Det
nominella fallet visas av de heldragna svarta kurvorna.

dar J ar motorns troghetsmoment, D en dampningskonstant och k; dess strom-
konstant. Vidare betecknar 6 vridningsvinkeln och I strommen genom motorn.
Lat 0 vara métsignal och I styrsignal. Bestdm parametrarna i en PID regulator
sa att det slutna systemet far den karakteristiska ekvationen.

(s+a)(s®+2tws +w?)=0

6.5 a. Rita Bodediagrammet for en PI-regulator (satt K = 1 och T; = 1).

b. Rita Bodediagrammet for en PD-regulator (satt K = 1 och Ty = 1).

6.6 En cementugn bestar av en lang lutande och roterande cylinder. I ugnens 6vre d4nda
tillféres slam, och s.k. klinkers kommer ut ur den undre dnden. Nedtill finns en
oljebrannare. For att fa jamn produktkvalitet ar det vasentligt att den s.k. brann-
zontemperaturen héalls konstant. Detta dstadkommes genom att man méter brann-
zontemperaturen och reglerar briansleflodet med PI-regulator. Ett blockschema for
systemet visas i figur 6.3. Overforingsfunktionen fran brénslefléde till brannzon-

temperatur ar

e—93

(14 20s)?

och regulatorn har éverforingsfunktionen

GP(S) =

Gr(s) = K(“s%)

34



6.7

Ovningsexempel 6. Designmetoder
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Figur 6.2 Bode-diagram och stegsvar da PID-parametrarna halveras i uppgift 6.2 b. Det
nominella fallet visas av de heldragna svarta kurvorna.

brannzontemp.

referenstemp. bransleflode

¢ ¢

Gr =1 Gp -

-1

Figur 6.3 Blockschema for cementugn med temperaturregulator.

Anvéand Ziegler-Nichols sjalvsvangningsmetod for att bestamma parametrarna i
regulatorn.

Martin har hort att optimal trdning far man nér pulsen ar 160 slag per minut.
Genom att aterkoppla signalen fran hans pulsmétare till ett 16pband vill han
reglera hastigheten s att pulsen ligger precis pa det optimala vardet.

a. Antag att dynamiken i Martins kropp approximativt beskrivs av det linedra sy-
stemet

30 15 (6.1)
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36

PI

Figur 6.4 Lopband

dar u ar lopbandets hastighet och x ar pulsen i slag per minut. Designa en PI-
regulator s att det slutna systemets bada poler hamnar i —0.1.

. Martin har inte tillgdng till modellen i ekvation 6.1. Han bestammer sig for

att stdlla in sin PI-regulator med hjdlp av Ziegler-Nichols frekvensmetod, dven
kallad sjalvsvangningsmetod. Bodediagrammet for en mer exakt modell kan ses i
figur 6.5. Vad blir regulatorparametrarna givet bodediagrammet?

0.1

Forstarkning

0.01

—-90

—180

—270

Fas[grad]

—360

—470 \ \ L \ \ |

1072 2 5 101 2 5 10°

Frekvens[rad/s]

Figur 6.5 Bodediagram i uppgift 6.7
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6.8 Anvéand Ziegler-Nichols steg- och sjalvsviangningsmetod for att bestimma PID-
parametrar for ett system vars stegsvar respektive Nyquistkurva ar givna i fi-
gur 6.6. Bestdm &dven en PI- och en PID-regulator med hjalp av Lambdametoden

daA="T.
y()A
1

0.5 T
0 } } } } } } -
T 6 8 10 t

—0.5 1+

| Im
w=13

Re

0.5

Figur 6.6 Stegsvar och Nyquistkurva for systemet i uppgift 6.8.

6.9 Betrakta ett system med overféringsfunktionen
1
G(s) = =
(8) =7

a. Rita systemets stegsvar, och anviand Ziegler-Nichols stegsvarsmetod for att bestam-
ma parametrarna for en PID regulator. Ange de varden pa regulatorparametrarna
K, T; och T; som erhalles.

b. Anviand Ziegler-Nichols sjalvsvangningsmetod for att bestimma parametrarna for
en PID regulator.

c. Anviand Lambdametoden med A = T for att bestdimma parametrarna fér en PID-
regulator.
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6.10

6.11

38

En process skall regleras med en PID-regulator utgdende fran Ziegler-Nichols
metoder.

a. Anviand stegsvarsmetoden da processens stegsvar ges av den svarta kurvan i

figur 6.7.

¥(¢)
1

0.5 |

20 30 40 ¢t

—0.5 |

Figur 6.7 Stegsvar for processen i problem 6.10

b. Samma systems Nyquist-kurva &ar given av figur 6.8. Den med ’o’ markerade

punkten svarar mot frekvensen w = 0.429. Anvind sjalvsviangningsmetoden pa
processen.

| im

0.5

17

Figur 6.8 Nyquist-diagram for processen i problem 6.10

c. Tyvarr ger stegsvarsmetoden i det har fallet ett instabilt slutet system. Sjalv-

svangningsmetoden ger ett stabilt men daligt ddmpat system. Forklaringen till att
stegsvarsmetoden fungerar sa daligt ar att den forséker approximera processen
med ett tidsfordrojt forsta ordningens system (gra stegsvaret i figur 6.7). Genom
att utnyttja mer information ur Nyqvist-kurvan kan man fa PID-parametrar som
ger ett stegsvar som ser ut som den heldragna kurvan i figur 6.9. De bada andra
stegsvaren ar fran sjdlvsviangningsmetoden (streckad kurva) respektive stegsvars-
metoden (prickad kurva).

Hur tror du K har andrats i den tredje metoden jamfért med Ziegler-Nichols
metoder (okat eller minskat)?

Ett andra ordningens system har ett Bodediagram enligt figur 6.10. Man vill
koppla in en lank G i serie med systemet, sa att det resulterande slutna systemets
snabbhet okar i jaimforelse med det ursprungliga. Vi anvander skirfrekvensen w,
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Figur 6.9
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Figur 6.10 Bodediagram for systemet i problem 6.11.

(den vinkelfrekvens dir |Gy| = 1), som ett matt pa systemets snabbhet. Vilket
eller vilka G gor systemet snabbare ?

A Gk =
B Gk =

C Gk =

K, K>1
1

s+1

s+1

s+2

DGg=e*L, L>0
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6.12

6.13

6.14

6.15
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Ett system med 6verforingsfunktionen

1
Gp(s) = ———
p(s) s(s+1)(s+2)
aterkopplas med en proportionell regulator med forstarkningen K = 1. Det slutna
systemet far d& ett reglerfel som beter sig enligt foljande: e(t) — 0, ¢ — oo nér
referensvirdet ar ett steg, och e(¢) — 2, ¢ — oo nér referensvérdet 4r en ramp.

Dimensionera en kompenseringslidnk Gy (s) som tillsammans med den proportio-
nella regulatorn minskar rampfelet till ett virde mindre &n 0.2. Samtidigt far
fasmarginalen minska med hogst 6°.

Ett system med 6verforingsfunktionen

11

A

aterkopplas enkelt. Det slutna systemet blir emellertid for lAingsamt. Dimensionera
en kompenseringsldnk Gj(s) sddan att det enkelt &terkopplade kompenserade
systemet blir ungefar dubbelt s snabbt utan att robustheten forsamras eller i
klartext: Skarfrekvensen w, skall dubbleras samtidigt som fasmarginalen ¢,, €j
far minska.

Betrakta systemet
1

Gils) = s(s+1)(s+2)

Vid enkel aterkoppling har det slutna systemet stationéra felet e = 0 da insignalen
ar ett steg (r = 1, t > 0), och stationira felet e = 2 da insignalen ar en ramp (r = ¢,
t > 0). Man vill ha systemet 3ggr sd snabbt utan att formagan att eliminera
stationéra fel blir simre och utan att robustheten forsdmras. Dimensionera en
kompenseringslank Gy (s) sddan att ovanstdende villkor uppfylls.

Ett servosystem har kretsoverforingsfunktionen
2.0
G,(s)= — 2
o) = 5T 0 +3)

Systemet aterkopplas enkelt och far ett stegsvar enligt figur 6.11. Som fram-
y(@) |

15 |

0.5 |

0 : : —
0 10 20 30

~

Figur 6.11 Stegsvar for det aterkopplade servosystemet i problem 6.15.

gar av figuren ar systemet daligt dampat och har stor 6verslang. Snabbheten &r
emellertid tillfredsstallande. Det stationdra felet hos det aterkopplade systemet
d& insignalen ar en ramp &r e; = 0.75. Dimensionera en kompenseringsldank som
okar fasmarginalen till ¢,, = 50° utan att forandra snabbheten. (¢,, = 50° ger en
relativ dampning ¢ ~ 0.5 vilket motsvarar en 6verslang M ~ 17%). Rampfelet hos
det kompenserade systemet far ej vara storre dn e; = 1.5.
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Betrakta ett enkelt aterkopplat system med kretsoverforingen

15

Gils) = s(s? + 2s + 2)

For systemet giller att 1osningstiden (5%) T; = 8.0 s, 6versldngen M, = 27% och
stationdra felet vid ramp (u(¢) = ¢) 4r e; = 1.33.

Dimensionera en fasretarderande kompensering

s+a

Guls) = K -

saddan att det stationédra rampfelet for det slutna systemet minskas till e; = 0.1
samtidigt som snabbhet och dampning (robusthet) viasentligen bibehalls.
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Regulatorstrukturer

7.1

7.2

42

Figur 7.1 visar ett blockschema for temperaturregleringen av ett hus. Referenstem-
peraturen (termostatinstiallningen) ges av r, utsignalen y ar inomhustemperaturen
och storningen d beror av utomhustemperaturen. Overforingsfunktionen G;(s) re-
presenterar dynamiken for virmepanna och element och Gq(s) representerar dyna-
miken for luften inuti huset. Regulatorn G ar en P-regulator med forstarkningen
K=1

Antag att utomhustemperaturens inverkan d kan méitas exakt. Bestam framkopp-
lingen H s& att inomhustemperaturen blir oberoende av utomhustemperaturen.
Vad fordras for att framkopplingen skall ge bra resultat?

d

GR Gl GZ -

—1 |

Figur 7.1 Blockschema for temperaturreglering av hus.

Figur 7.2 visar ett blockschema for ett nivaregleringssystem for en tank i en fabrik.
Inflodet till tanken, x(t), kommer fran en bufferttank och kan styras med hjilp
av en ventil. En pump bestdmmer utflodet v(¢) av vitska ur tanken efter vad som
behovs for produktionen i fabriken. Méalet med regleringen &r att halla nivan A
i tanken konstant trots stora variationer i utflodet. Detta gors genom att justera
ventilen for utflodet fran bufferttanken.

Framkoppling

v
GF -

-1

P-regulator Ventil Tank
hre h
! K z Gy, Gr -

—1 |-

Figur 7.2 Blockschema for nivareglersystem i problem 7.2.

Tankens area dr A = 1 m2.



7.3

7.4

Ovningsexempel 7. Regulatorstrukturer

Ventilens overforingsfunktion fran ventilpadrag till flode ar

1

Go(s) = 105

Tankens dynamik kan bestammas med en enkel massbalans.

. Antag att Gy = 0, d.v.s. att vi inte har nigon framkoppling. Dimensionera en

P-regulator sa att det slutna systemet far karakteristiska polynomet (s + w)?. Hur
stor blir w? Vad blir det stationira felet hos nivan vid en stegéindring i v(¢) pa
0.1?

. Dimensionera en Pl-regulator si att det stationdra reglerfelet vid laststérningar

forsvinner. Bestdm regulatorparametrarna sa att det slutna system far karakte-
ristiska polynomet (s + w)®. Hur stor blir w?

. For att ytterligare minska inverkan av laststorningar infor vi en framkoppling

baserad p& en métning av v(¢). Bestdm en framkopplingslink G som eliminerar
inverkan av variationer i inflodet genom att korrigera x(¢).

Anmarkning:

D4 alla variabler betecknar avvikelser fran arbetspunkten kan referensvardet for
nivan h sattas lika med noll.

Betrakta systemet i figur 7.3. Processens overforingsfunktion ar

1
@E =33

och Gg(s) dr en PI-regulator med overforingsfunktionen

Gr(s)=K(1+ 5)

K, ar en konstant framkoppling fran referenssignalen r.

GR(S) GP(S) -

1 |-

Figur 7.3 Blockschema till uppgift 7.3.

. Satt K = 0 och bestdm K och T; si att det slutna systemets poler hamnar i

—2 + 2i, vilket bedoms ge god reglering av storningar.

. Diskutera framkopplingens inverkan pa systemets reaktion pa borvardesand-

ringar. I det slutna systemets overforingsfunktion upptriader ett nollstille. Ta
bort detta genom att vélja den konstanta framkopplingen K, lampligt.

Systemet i uppgift 7.3 kan beskrivas med ett ekvivalent blockschema enligt fi-
gur 7.4. Ange overforingsfunktionerna Hy(s) och Hy,(s). Diskutera resultatet och
fundera pa framkopplingens inverkan da regulatorn dven innehéaller en D-term.

43



Ovningsexempel 7. Regulatorstrukturer

7.5
Yr
7.6
a
b
7.7
a
b
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Hff GP (S)

Hpy |

Figur 7.4 Ekvivalent blockschema for uppgift 7.3.

Blockschemat i Fig. 7.5 visar kaskadreglering av en tank. Overforingsfunktionen
G beskriver en ventil och overforingsfunktionen G beskriver tankens dynamik.
Malet ar att reglera nivan i tanken (y). Detta gors genom att reglera ventilen (G1)
i en inre reglerloop medan y regleras i en yttre reglerloop. De bada reglerlooparna
kombineras pa sa sétt att referensvardet i den inre loopen utgors av utsignalen
fran regulatorn i den yttre loopen. Det forutséitts att G; och Gy saknar poler och
nollstallen i origo.

U1 U2

GR2 GRl Gl Z G2

-1

Figur 7.5 Kaskadkoppling i uppgift 7.5.

Tva stérningar finns i systemet, ndmligen ett storflode (v2) som adderas till det
styrda flédet (y1) och tryckvariationer i flodet framfor ventilen (v). Diskutera val
av regulator (P eller PI) i respektive loop med med avseende pa eliminering av
stationéra reglerfel vid stegdndringar i de tva storningarna vy och vs.

Antag i Fig. 7.5 att G1(s) = ;2; beskriver en ventil och G3(s) = + en tank.

S

. Beridkna en P-regulator Gg1(s) = K; sddan att den inre reglerkretsen blir 5 gdnger

s& snabb som den oreglerade ventilen.

. Berdkna en Pl-regulator Gga(s) = Ka(1 + %) for den yttre loopen si att det

slutna systemets poler hamnar en faktor 10 ndrmare origo 4n polen for den inre
reglerkretsen. Approximera den inre loopen med Ginre(s) &~ Ginre(0).

I en 4ngpanna av s.k. domtyp anvindes en behéallare, domen, for att skilja vatten
och anga (se figur 7.6). Det ar visentligt att halla konstant nivd i domen vid
belastningsforandringar. Domen kan beskrivas med féljande modell:

1073 s—0.01

s M(s) + s(s +0.1)

Y(s) = 1073 F(s)

dar Y ar domnivan i m, M ar matarvattenflodet i kg/s och F ar angflodet i kg/s.

. Antag att angflodet ar konstant. Dimensionera en P-regulator, som styr matar-

vattenflodet fran en mitning av domnivan. Vilj regulatorns parametrar sa att
reglerfelet p.g.a en stegstorning i nivan efter 10 sekunder sjunkit till 10 % av
felets initialvarde.

. Ange for det aterkopplade systemet det stationdra felet i nivin Y efter en steg-

storning i angflodet F pa 1 kg/s.
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F(s) _, s—001
s(s+0.1)

M(S) 1073

Figur 7.6 Blockschema for &ngpanna av domtyp.

c. Bestam for det ursprungliga systemet en framkoppling H(s) fran &ngflode F(s)

7.8

7.9

a.

b.

7.10

till matarvatten M(s), s& att nivan Y blir oberoende av #ndringar i 4ngflodet.

Antag att en servomotor,
1

s(s+1)
regleras med en P-regulator, Gg(s) = 2. Vad &r systemets dédtidsmarginal?

GP(S) =

Antag samma process och regulator som i foregdende uppgift, men att processen
nu styrs over ett mycket langsamt natverk som introducerar en tidsférdréjning
pa en sekund i reglerkretsen. For att avhjialpa detta problem anvinds en Otto
Smith-regulator, se figur 7.7.

y
r Regulator - Process
Y1
-1 =1 Modell - —1
|
Modell yo
=1 utan
dodtid

Figur 7.7 Principen for Otto Smith-regulatorn.

Antag att modellen &r identisk med processen. Vad ar éverforingsfunktionerna for
de olika blocken (Regulator, Process, Modell, Modell utan dodtid) i vart exempel?

Blockdiagrammet for Otto Smith-regulatorn kan ritas om enligt figur 7.8. Vad blir
Otto Smith-regulatorns éverforingsfunktion (fran e till u) i vart exempel?

. Anvéand approximationen e* ~ 1 + x for att forenkla regulatorns 6verforingsfunk-

tion. Jamfor regulatorn med kompenseringsléankar.

I figur 7.9 visas resultatet av en frekvensanalys gjord p4d bommen (en del av
“kulan-pa-bommen”-processen). Man ser att processen for laga frekvenser har en
dynamik som kan approximeras val av en integrator. Man ser ocksa att faskurvan
for hoga frekvenser avviker pa ett sdtt som liknar en dodtid. Processen skulle
alltsa kunna beskrivas av

G(s) = Se_SL

Anvand Bodediagrammet for att bestimma ungefarliga varden pa forstarkningen
k och dodtiden L.
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Otto Smith-regulator

Forstarkning

Fas[grad]

Figur 7.8 Blockdiagram ekvivalent med figur 7.7.

10!

._.

[e=]
L
T

._.

o
&
|

—180 |-

—270 |-

—360 |-

—450 b i A i | i

5100 2 5100 2 5102 2

Frekvens[rad/s]

Figur 7.9 Uppmaitt Bodediagram fér bommen.



Ovningsexempel 8

Nagra designexempel

8.1

Djupstyrning av ubat

Syfte

Denna uppgift handlar om djupreglering av ubatar pa 40-talet. Tva olika typer av
reglering testas — PD-reglering och tillstandsaterkoppling. Den senare metoden
anvandes i verkligheten.

Bakgrund
Djupstyrning av ubatar kan goras mha variation av rodervinkeln 8 enligt Fig. 8.1.
Djupet h avldses pa manometer. Genom att manuellt generera en sinussignal

Figur 8.1 Djupstyrning av ubat i problem 8.1.

i rodervinkeln S (efter tabell och klocka — detta gjordes namligen i slutet av
1940-talet) kan man via frekvensanalys skatta overforingsfunktionen G(s) (for en
konstant hastighet v) fran B till A. Det resulterande Bodediagrammet for tre olika
hastigheter presenteras i Fig. 8.2.

Specifikationer
I detta fall gavs inga andra specifikationer 4n "Gor det s& bra ni kan”.

Problemformulering

Antag att hastigheten v = 3 knop. Problemet bestar i att berdkna en styrlag som
ger ett tillfredsstédllande insvangningsforlopp for djupet A vid just denna hastighet.
Detta ger ingen garanti for att insvingningen skall vara lika trevlig vid nagon
annan hastighet.

I en forsta ansats vill man styra ubatens djup 2 genom att enbart méta A.

. Hur stor far forstarkningen K hogst vara for att slutna systemet skall vara stabilt

d4 man anvidnder en P-regulator 8 = K(hwt — h) (anvind Bodediagrammet i
Fig. 8.2)?

. Med en PD-regulator G,(s) = K(1 + Tps) vill man erhalla en skarfrekvens pé

w. = 0.03 rad/s. Hur ska K och T viljas om fasmarginalen ¢,, skall vara 60°?
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10?

10!

10°

Forstarkning

=
S <
A

)

—90

—135

—180

Fas[grad]

—225

—270 |-

| || |
1073 2 5 1072 2
Frekvens[rad/h]

5 10°

Figur 8.2 Bodediagram for den skattade overforingsfunktionen G(s) fran B [grader] till
h [meter] i problem 8.1 for hastigheterna v = 3 knop (heldragna svarta kurvor), 5 knop
(streckade kurvor) och 7 knop (graa kurvor).

c. Hur paverkas stabiliteten hos det slutna systemet i (b) om hastigheten okar fran

3 till 7 knop? Foresla olika satt att ta hansyn till hastighetsvariationer.

For vinkelfrekvenser 6ver 0.05 rad/s kan man gora approximationen

ky
Ghals) = g (8.2)

dar Gop(s) och Gja(s) ar overforingsfunktionerna fran g till o resp. fran o till A
(Fig. 8.3). Konstanten %, beror av hastigheten v.

B ky o v
—_—] - - }—
s? s

Figur 8.3 Blockschema for en ubatsmodell som ar giltig for w > 0.05 rad/s.

. Bestdm %, med hjilp av Bodediagrammet i Fig. 8.2. (1knop ~ 1.852km/h =

1.852/3.6 ~ 0.514m/s.)

e. Antag att den approximativa modellen

kyv

Grp(s) = 5

regleras med en P-regulator 8 = K(h,s — k). Avgor for vilka viarden pa K det
aterkopplade systemet ar asymptotiskt stabilt. Stimmer detta med resultatet som
erholls i (a)?

Genom att dven aterkoppla fran trimvinkeln « och dess derivata d«/dt kan man
forbattra prestanda for reglersystemet.
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f. Infor tillstinden x; = da/dt, xo = o och x3 = h samt insignalen u = 8. Anvind

styrlagen u = u, — k1x7 — koxg — k3xs = u, — Kx och bestam K si att det slutna
systemets karakteristiska ekvation blir

(s+ ;ywo)(s2 + 2¢wos + a)g) =0

. Referensvardet A, for hojden A infors enligt

Ur = Krhref

Hur skall K, véljas for att A = h,er stationart?

Man bestamde sig for att vilja ¢ = 0.5 och ¥ = 2 vilket bedomdes ge ett lagom
dampat stegsvar. Valet av wo kraver lite mer eftertanke. Eftersom den approxi-
mativa modellen (8.1) bara ar giltig for w > 0.05 rad/s s& bor inte wq véiljas for
lag. A andra sidan far inte w, viljas for hog eftersom man dé kan fa for stora
roderutslag p.g.a. stora virden pa koefficienterna %;, j = 1, 2, 3.

. Hur stort wo kan man hogst vilja om en stegstérning i manometersignalen mot-

svarande Ah = 0.1m inte far ge upphov till storre initialt roderutslag an 5°?

I det aktuella fallet valde man wy = 0.1 rad/s. Man provade forst ett halvautoma-
tiskt system. Signalen u = u, — k1x1 — koxy — k3x3 visades for en operatér som
hade i uppgift att manuellt halla signalen noll med hjidlp av det vanliga roderser-
vot. Regleringen fungerade mycket tillfredstéallande. Installningstider pa 30 — 60 s
erhélls i hela fartomradet. Det kompletta automatiska systemet provades sedan
pa ubaten Sjoborren. Noggranheten vid gang i lugnt viader var £0.05 m!

Reglering av elastiskt servo

Syfte

Uppgiften gar ut pa att reglera vinkelhastigheten hos ett svinghjul som &r kopplat
med en vek axel till ett annat svianghjul vilket i sin tur drivs av en motor. Olika
reglerstrategier provas och jamfors med avseende pa prestanda.

Bakgrund

I Fig. 8.4 visas en forenklad modell av ett elastiskt servo. Den skulle &ven kunna
utgora en modell av en vek robotarm eller ett elastiskt antennsystem péa en satellit.
Vridningsvinklarna hos svanghjulen betecknas med ¢; resp. ¢2 medan w; = ¢;

Motor Jq Jo

k¢
u M w1 666 W2
n
L
dr

ds

Figur 8.4 Modell av elastiskt servo i uppgift 8.2.

och we = ¢4 betecknar motsvarande vinkelhastigheter. Svanghjulen har troghets-
momenten J; resp. Jp och de ar kopplade med en axel som har fjaderkonstant %
och dampkonstant dy. Det forekommer ocksa en del lagerfriktion vilken represen-
teras av dampkonstanterna d; och ds. Det ena svinghjulet drivs av en DC-motor
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med jarnlés rotor som drivs av en stromaterkopplad forstarkare. Dynamiken i
motorn och i forstarkaren forsummas. Motorns vridmoment &ar proportionellt mot
forstarkarens inspanning u enligt

M:kmlzkmklu

dar I ar strommen i rotorlindningen. Momentjamvikter kring svénghjulen ger
foljande ekvationer.

Jiwi = —kf((pl — (/’2) —diwi — df(a)l — a)z) + knkiu
Jotg = +kf((p1 — (pg) — dows + df(a)l — w2)

Vi infor tillstandsvariablerna

X1 = Wi
X2 = Wy
X3 = @P1— P2

och betraktar vinkelhastigheten wy som utsignal:
¥ =ka, - w2

Detta ger oss foljande tillstAndsmodell for servot.

di+d d k
_HTer °r _Ef ko k;
J1 J1 Jl J
%*=Ax+ Bu= dr _dr+ds kp | x4 01 u
J: J. J:
2 2 2 0
1 -1 0

y=Cx= (0 R, 0]x

For en verklig labprocess har vi métt och uppskattat foljande varden pa konstanter

och koefficienter.
J1 = 22 -107% kgm?

Jy = 65- 1076 kgm?
kf=117-10"Nm/rad
df = 2¢7

dy =1-10"°Nm/rad/s
ds =1-107°Nm/rad/s

Em =0.1Nm/A
k; = 0.027A/V
ky, = ko, =0.0167V/rad/s

Problemformulering

Insignalen ar spanningen u till motorn och vi vill reglera vinkelhastigheten ws
hos det yttre svinghjulet. Malet ar att snabbt kunna stélla in ws till ett nytt virde
samtidigt som reglersystemet inte far vara alltfor kansligt for laststérningar och
métbrus. Systemet maste ocksd ddmpas sa att inte insvingningen blir alltfor
oscillativ.

Specifikationer

1. Stegsvaret for slutna systemet skall vara ganska val dampat och ha en stigtid
pa 0.1 — 0.3 s. Insviangningstiden till £2 % far vara hogst 0.5 s. Ett satt att
grafiskt specificera stegsvaret aterges i Fig. 8.5.

2. Laststorningar far inte ge nagot statiskt fel.

3. Bruskinsligheten far inte vara for stor.
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Figur 8.5

10°

Forstarkning
[ S e S G T S Y
o © ©o o o
N O

o

—90

—135

—180

Fas[grad]

—225

—270

10° 2 5

0.2

0.3

4

im

0.7

1%

09

Det slutna systemets stegsvar skall ligga mellan de streckade kurvorna.

10!

2

5 102 2 5

Frekvens[rad/h]

Figur 8.6 Bodediagram for servo.

Ziegler-Nichols metod
Bodediagrammet for 6verforingsfunktionen fran u till we aterfinns i Fig. 8.6.

a. Anvand Ziegler-Nichols sjalvsviangningsmetod for att ta reda pa lampliga PID-
parametrar.

Ziegler-Nichols metod ger oftast ett ganska oscillativt slutet system men de er-
hallna parametrarna utgor ofta hyfsade startvirden om man manuellt vill justera
fram bra PID-parametrar.

Tillstandsaterkoppling och Kalmanfiltrering
Om alla tillstdnden gar att méta s kan man genom aterkoppling

u(t) = _Kx(t) + Kryr(t)
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placera det slutna systemets poler godtyckligt under forutsattning att systemet ar
styrbart.

. Bestam forstarkningen K, sa att slutna systemet far stationir forstarkning = 1,

dvs y = y, stationért.

For att uppfylla Specifikation 2 s méaste man dven ha integration i regulatorn.
Ett satt att astadkomma detta ar att anvianda styrlagen

o) = ~K(0) + Konlt) — K, | " (9(s) = 3 (s))ds

Detta kan tolkas som aterkoppling fran ett "extratillstand x; enligt

X =y —Yr
u=—Kx+ K,y — K;x;

I Fig. 8.7 visas ett blockschema for hela systemet.

-

Yr E 1 X; U Y
—»@)—» 5 =1 —F, —><Z>—> Process -

! ]

—] | —

Figur 8.7 Blockschema for tillstdndsaterkoppling i uppgift 8.2.

. Hur ser den utvidgade tillstdindsmodellen ut? Infor beteckningen x, for den uto-

kade tillstandsvektorn.

Eftersom tillstidnden i sjalva verket inte gar att méita s far man rekonstruera
dem pa nagot satt. Ett vanligt satt 4r att anvanda ett Kalmanfilter enligt

£=Af+Bu+ L(y—C%)
och sedan aterkoppla fran de skattade tillstanden %
u=-—-Kzi+ Kryr - Kixi

Det ar ju onddigt att skatta x; eftersom vi har direkt tillgang till detta tillstand.
Blockschemat for hela systemet framgéar av Fig. 8.8. Lat K’ beteckna den utvidgade
radmatrisen (K K;) och kalla de utvidgade systemmatriserna for A’ och B’
Problemet bestar nu i att finna lampliga K, K; och L genom att placera dels
egenvirdena till A’ — B’K’ och dels egenviirdena till A — LC pa lampliga stéllen.
Eftersom de bada egenvirdesproblemen édr av lite for hog dimension for att det
skall vara njutbart att rdkna for hand s& anvéander vi Matlab for att undersoka
nagra olika val av polplaceringar.

For att inte fa alltfor manga parametrar att variera bestammer vi oss for att
placera polerna i s.k. Butterworth-monster vilket innebédr att polerna &r jamnt
utspridda pé en halvcirkel i vinster halvplan. Egenvirdena till A’ — B'K’ placerar



Ovningsexempel 8. Nagra designexempel

&»CZD—E> % - —k; —><Z'> v . Process Y .
)

Model

-1

Figur 8.8 Blockschema for Kalmanfiltrering med tillstandsaterkoppling i uppgift 8.2.

15

10

wWo

—10 | |

—15 | | | |
—25 —20 —15 —10 —5 0 5

Figur 8.9 Polplacering i uppgift 8.2.

vi pa en halvcirkel med radie w,, medan egenvirdena till A — LC placeras pa
en halvcirkel med radie w, (se Fig. 8.9). Ett lampligt w,, kan man erhalla fran
Specifikation 1 dvs att insvangningstiden T till 2% fran station&rt varde maste
vara mindre an 0.5 s. En grov uppkattning av T for ett andra ordningens system
med relativ ddmpning ¢ och naturlig frekvens w ar

Ine
(w
dar € 4r maximala avvikelsen fran slutviardet. Eftersom vi har ett 4:e ordningens
system sa kan vi inte anvidnda denna approximation direkt men om man bara

tittar pa det minst ddmpade polparet (¢ = 0.38 och w = w,,) i Fig. 8.9 sa far man
att

T, ~ —

Ine
T

O N — (8.3)
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Ovningsexempel 8. Nagra designexempel

d. Vilket virde pa w,, erhalles ur formel (8.3)?

Vi viljer w,, till 20 vilket ger T; < 0.5 s. Eftersom vi har integralverkan i re-
gulatorn sa kan vi sidtta K, = 0 eftersom stationdra forstarkningen for slutna
systemet dnda blir 1. I Fig. 8.10 visas slutna systemets stegsvar da K, = 0 resp.
K, valt enligt uppgift (b) ovan. Genom att satta K, = 0 minskas 6verslangen sa

04 05 0.6 1y 08 09 1

Figur 8.10 Stegsvaren for slutna systemet med w,, = 20 rad/s. For stegsvaret med storst
overslang ar K, valt enligt uppgift (b) medan det andra stegsvaret svarar mot K, = 0.

att specifikationen uppfylls.

Vi fixerar nu w,, och varierar w,. F6ljande test skall anvindas. Vid tiden ¢ = 0
kommer ett enhetssteg i referensvardet y,, vid ¢ = 1 introduceras en laststorning
d = —1 i styrsignalen och vid ¢ = 3 dyker det plotsligt upp méatbrus i y. Bruset
har variansen 0.01. Resultatet framgar av Fig. 8.11.

I.S- T T T T T T T
YN - A
=
5
T onsk
0/ tine [s]
] 05 1 1.5 2 25 3 is 4
30
zﬂ._
10+
’ 0 ™ T R e i
_m._ - H
- . . . . . tme |s]
] 05 1 1.5 2 15 3 is 4

Figur 8.11 Test av reglering d& w, = 20 och w, = 10 (heldragna kurvor), 20 (streckade
kurvor) och 40 (prickade kurvor).
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Ovningsexempel 8. Nagra designexempel

e. Vilket varde pa w, verkar vara bast nar det géller att eliminera laststorningen?
Vilket w, ar bast nir det giller att dampa métbruset?
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Ovningsexempel 9

Interaktiv jamforelse mellan
modellbeskrivningar

Det finns ménga sitt att beskriva dynamiken hos processer och reglersystem, t.ex.
stegsvar, overfoéringsfunktioner, tillstandsbeskrivning, pol-nollstillediagram, Bodediagram
och Nyquistdiagram. Ett bra sétt att lara sig sambandet mellan olika beskrivningar ar att
anvianda interaktiva hjalpmedel. P4 hemsidan

http://aer.ual.es/ilm/
finns flera interaktiva program som kan laddas ner gratis. Modulen Modeling ar lamplig
for att studera modellbeskrivningar och dess anviandargrianssnitt visas i figuren nedan.

Modellstrukturen som man vill studera anger man genom att “dra in” poler och nollstal-
len i pol-nollstallediagrammet. Parametrar och dodtid kan sedan &dndras genom att man
drar i punkter eller linjer i de olika diagrammen, eller genom att ange numeriska viarden
for overforingsfunktionen. Det basta sattet att ldra sig hantera verktyget och undersoka
dess mojligheter ar att prova sig fram genom att experimentera med de olika menyerna.
Mer information finns att hAmta pa hemsidan.

Skalorna i de olika diagrammen kan man éndra genom att klicka vid de sma triang-
larna vid skalorna. Det gar ocksé att zooma in och ut.

Under fliken File finns det anviandbara kommandot “Reset data”. Med hjalp av det
aterstiller man alla varden till utgangslaget.

r N
J¥ Interactive Learning Module: Basic Modelling - Sysquake Runtime - —— E’E@
File Edit Settings Plots Figure Layout View Help |
ol~| e alalal]
i i System Step Response
ILM: Physical Modeling IFT
Theorv Instructions
et
G ‘
Model parameters 4 : a

0 1 2 3 4 5 6 i 8 9 10

Nyquist Bode Magnitude

k Delay
> an v

System Poles and Zeros X ° 0
L] 'y 4
2 > 0.1 1 10 100

Bode Phase

2 20
40

-60
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9.1

9.2

9.3

Ovningsexempel 9. Interaktiv jimforelse mellan modellbeskrivningar

Studera overforingsfunktionen

Lat utgangslaget vara att K =T = 1.

. Variera forst forstarkningen K och notera hur pol, stegsvar, Nyquistdiagram och

Bodediagram paverkas. Hur kan man bestamma vardet pd K ur stegsvaret,
Nyquistdiagrammet och Bodediagrammet?

. Satt K = 1 och variera i stallet 7. Hur paverkas de olika representationerna?

Varfor paverkas inte formen pa Nyquistdiagrammet?

. Satt K = T =1 och lagg till en dodtid L sa att overforingsfunktionen blir

— K e—Ls
1+sT

G(s)

Variera L och se hur det paverkar representationerna. Forklara vad som hénder
med stegsvaret. Varfor ser Nyuistdiagrammet ut som det gér? Varfor paverkas
inte forstarkningskurvan i Bodediagrammet?

Studera 6verforingsfunktionen

K
(1 + ST1)(1 + STQ)

G(s) =

Lat utgangslaget vara att K =T; = Te = 1.

. Variera forst forstarkningen K och notera hur poler, stegsvar, Nyquistdiagram och

Bodediagram paverkas.

. Satt K = 1 och variera T; och Ty. Notera skillnaden mellan fallen T; ~ Ts och

Ty > T,. Hur skulle man kunna approximera G(s) i fallet T > T5?

. Satt K = Ty = Ts = 1 och lagg till ett nollstélle sa att 6verforingsfunktionen blir

K(1+ sTs)

G6) = T+ sT3)

Variera T3 och se hur det paverkar representationerna. Vad hinder nar 73 < 0?
Vad innebar detta om man vill reglera en process med en sddan 6verforingsfunk-
tion? Forsok forklara fenomenet.

Studera 6verforingsfunktionen

w2

- s2 + 2( ws + w?

G(s)

Lat utgangslaget vara att { = 0.7 och w = 1.

. Variera forst frekvensen w och notera hur poler, stegsvar, Nyquistdiagram och

Bodediagram paverkas.

b. Satt w =1 och variera (. Notera hur representationerna paverkas.
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Losningar till 6vningsexemplen






Losningar till 6vningsexemplen 1

Modellering och linjarisering

1.1 a. Ett blockschema for situationen visas i figur S1.1. Personen som duschar kidnner av
temperaturen och flodet (métsignaler), och justerar duschkranarna (styrsignaler)
for att fa onskad temperatur och flode. Det ar framst aterkoppling som anvénds.
Storningar kan vara variationer i vattentryck och temperatur i vattenledningarna
som beror av ifall andra vattenkranar i huset ar/har varit igang.

Temp Varmt‘

Person Kallt o Dusch

Flode

Figur S1.1 Blockschema for person som duschar.

b. En bilforare anvander flera styrsignaler: gaspedalen, bromspedalen, ratten. Fo-
raren vill styra bilen si att den haller sig pa vidgen med 6nskad hastighet och
sékerhetsmarginaler till andra trafikanter. Matsignaler ar hastighetsmétaren och
visuell feedback om hur vigen svinger, avstand till bilen framfor, och andra hin-
der i vigen. Foraren anvinder aterkoppling genom att titta pa hastighetsmétaren,
omgivningn och andra fordon for att halla 6nskad hastighet och folja vigbanan.
Blockschema visas i figur S1.2.

Vagforhallanden —] Styrning
Véagens krokning —] o
Forare Gaspedal - Bil
Avstand —= Bromspedal

Hastighet |—>

Figur S1.2 Blockschema for bilkorning.

c. Styrsignalen ar varmen pa spisplattan. Matsignaler fran systemet kan man fa ge-
nom att titta hur mycket vattnet kokar samt genom att kédnna hur mjuk potatisen
ar. Aterkoppling anvédnds nir vi t.ex. sinker effekten pa spisplattan nér vi ser att
vattnet kokar for mycket. Oppen styrning anvands nar vi foljer ett givet recept,
t.ex. "potatisen ar fardig efter 20 min”, eller "nar vattnet kokar, satt ner virmen
pa plattan till halv effekt”. Ett blockschema visas i figur S1.3.
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Lésningar till ovningsexemplen 1. Modellering och linjdrisering

) Viarme
Spisvred ) Viarme -
- Spis =1 Kastrull m. vatten Potatis
Synintryck
Person Mjukhet

Figur S1.3 Blockschema for potatiskokning.

1.2 a.

Systemet ar linjart.

b. Vi far nu ytterligare en differentialekvation

pb=v

Med tillstdnden x; = v och x5 = p far vi

5c1=ku
JCQle
Yy =x2

Man kan ocksa skriva systemet p4 matrisform

(29 )
y= [0 1] x

c. Termen mx? gor systemet olinjért. Den stationidra punkten ges av
—0.001(x°)2 +u° =0
vilket for u® = 0.1 ger x° = £10. Den stationira hastigheten blir da ¥° = 10 m/s.

d. Systemet ges av
%= f(x,u) = —ma® + ku
y=g(xu)=x
Vi deriverar f och g med avseende p& x och u och far

of
— = —2mx
Ox
of
ou
0
99 _4
Ox

0

99 _

ou
Vi sitter in den stationdra punkten (x°, u° y°) = (10,0.1,10) i uttrycken for
derivatorna och infor variabelbytet Ax = x — x°, Ay = y — y°, Au = u —u®. Vi far
da det linjara systemet

=k

dA
Ttx — —0.02Ax + Au
Ay = Ax
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1.5

1.6

Lésningar till ovningsexemplen 1. Modellering och linjdrisering

Med x; = y och xs = y blir systemet

[’?1] = [ O1 1R
X9 _ ——
LC L

-0 2)

0
[x1] + [ 1 ]Uin
X9 _—
LC

. Vi kan t.ex. vilja hojden A som tillstdndvariabel. Volyméndringen i tanken ges av

Ah = Qin — qut

och fran Toricellis lag far vi att quw = av/2gh. Den sokta differentialekvationen

blir 1
. a
—4/2 = —~{qin
h+A\/ gh Aq

. a 1
=——\2 —94in = s in
h A V29h + ~ai (= £(h qm))

y=nh (=9(hqin))

. Utflodet mAaste vara samma som inflodet ¢°, = ¢ . Nivan beridknas genom att

sitta A = 0 och da fas

ho_i % ’
T 29\ a

Vi bestammer de partiella derivatorna

of __a |g of _ 1
on ~ A\ 2n oqin A
dg dg

—= =1 =
ah a%n 0

Genom att sitta in A = A° ovan och inféra variabler som anger avvikelse fran
arbetspunkten: Ah = h — h°, Aqin = qin — @5, Ay = Ah s fas det linjériserade

systemet som
. a g 1
Ah = —— /| ==Ah + —Aq;
A\ gpo T A

Ay = Ah

xl 0 1 0 X1 0
X9 | = 0 0 1 xo| + 0| uw
X3 -1 -2 -3 X3 1

y={(1 0 9 [2]

X3
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Lésningar till ovningsexemplen 1. Modellering och linjdrisering

1.7

1.8

64

.751 = X2
. 2
X9 = —/X1 — X1X9 + U
Yy =x1

b. I en stationédr punkt ska det gélla att %7 = 29 = 0. Fran den forsta ekvationen far

vi direkt att xo = 0. Den andra ekvationen ger sedan ,/x; = u2. Det finns alltsa

oandligt manga stationéra punkter pa formen (x9, 3, u°) = (a4, 0, ).

c. u° = 1 ger den stationira punkten (x), x5, u°) = (1, 0, 1). Vi sétter

fi(x1, xo, u) = %9

fo(x1, 29, u) = — /%1 — X129 + 1°

9(x1, X0, u) = 21

och berdknar de partiella derivatorna

o)
0x1 0xs ou
O ___1 o _ _, of _y,
0x1 2\/x1 2 0x9 ! ou
6x1 8x2 ou
I den stationidra punkten géiller alltsa
0
0x1 0xo ou
o _ 1 oh __ oh _,
0x1 2 0xo ou
0
99 _, 99 _ g 99 _
6x1 8x2 ou
Efter ett variabelbyte kan det linjariserade systemet skrivas som
: 0 1
Ax1 _ Ax1 0
(5= [ L) () ()=
2
_ Ax1
ay=(1 0 [Ax2]
Vid den sokta arbetspunkten giller att
0=nxlxy+1
0=oxx2+1
2
y = arctan 2 + il
X1 8
sa att ) = —1, x3 = —1 och »° = T+ %2. Berakning av de partiella derivatorna
ger
of1 0f1 of1
é‘ixlzlexz 37362=x% Fol 2cosu
ofs ofs ofz .
aixlzxg 87‘x2:2x1x2 %Z— 2S1nu
99 _ %2 99 _ _®m 99 _ 4,
Ox1  «? + x Oxs  x% + x2 ou



Lésningar till ovningsexemplen 1. Modellering och linjdrisering

Med variabelbytet

A JT
u=—u-——
4
Axi=x1+1
Axo =x9 + 1
2
JT Jr
Ay =y — — —
Y=Yy 4 3

blir det linjariserade systemet
Axl _ 2 1 Ax1 1
(2] = (0 o) (32« ()
1 1 Axl
Ay=|= —Z + TAu
Y [ 2 2 ] [Ax2]

1.9 a. De olinjara tillstandsekvationerna blir

X1 = X9 = f1(x1, x2, u)

%9 = wlx] — o +u = fa(x1, x2, u)
1

y =1 = g(x1, x2, u)

b. I stationaritet galler att

i‘(t)=w2ro—é2+0=0
To

dvs ry = B/w?.

Vi berédknar de partiella derivatorna
of ofi Of
dx; Oxg Ou 0 10 0 10
h Of O _ | 2i08nt o 1| = |32 0 1
0x1 Ox; Qu 1 0 0 1 00
99 99 99
6.761 8x2 ou

Det linjara systemet blir nu alltsa

dAx 0 1 0

Ay = [1 0] Ax
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Losningar till 6vningsexemplen 2

Dynamiska system

2.1 a. Overforingsfunktionen for ett linjart system pa tillstandsform ges av
G(s)=C(sI—A)'B+D
-1
s 0 10 1 0
o6 )-8 4) ()
_ 1
C(s—10)(s+1)+1

Overforingsfunktionen ger sambandet

1
(s—10)(s+1)+1

Y(s) = U(s)

vilket kan skrivas om som
s2Y (s) —9sY (s) — 9Y (s) = U(s)
Vi tar sedan den inversa Laplacetransformen och far differentialekvationen

J—9y—9y=u

b. Vi Laplacetransformerar differentialekvationen och far
Js?Y (s) + DsY (s) = U(s)
Lés sedan ut Y (s)
Y(s) = 5 pU)
Overforingsfunktionen ar da

1

Gls) = Js2 + Ds

Nar vi skriver systemet pa tillstdndsform kan vi vilja tillstanden som x; = y,
x9 = y. Vi far d4& ekvationerna

X1 =Y = %2

1 1
g =9 = j(—Dy+u) = j(—Dx2 +u)

| «

Systemet pa tillstandsform ges av

(0 1),
X

= (1 0)

=
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2.2

Lésningar till ovningsexemplen 2. Dynamiska system

c. Overforingsfunktionen ges av

1
1+sk

G(s)=C(sI—A)'B+D=1(s——1/k) 1)k =

d. Overforingsfunktionen ger foljande samband mellan Y (s) och U(s)
(s* + as® + Bs)Y (s) = yU(s)

Inverstransformering ger
y+aj+py=yu

Om vi infor tillstdnden

X1 =Yy
Xg =y
X3 =y

far vi tillstandsbeskrivningen

0o 1 0 0
X = [0 0 1]x+ [O]u
0 B8 —« v
y= [1 0 o]x

Vi kan ocks& anvidnda oss av nagon av de standardformerfor tillstdndsbeskriv-
ningar som finns angivna i formelsamlingen (diagonalform, observerbar kanonisk
form, styrbar kanonisk form). For att skriva systemet pa diagonalform maste vi
faktorisera 6verforingsfunktionen vilket ar svart nar vi inte vet viardena pa o och
B, sa lampligen véljer vi styrbar eller observerbar kanonisk form. Vi jamfor ko-
efficienterna i var 6verforingsfunktion med strukturen i formelsamlingen och far
att
a; = Q, a2=/3, a3=0, b1=0, b2=0, b3='}/

En tillstdndsbeskrivning pa observerbar kanonisk form blir da

—a 1 0 0
X = [—ﬁ 0 1]x+ [O]u

0 00 y
y:(l 0 o]x

Modellen presenteras och analyseras i artikeln Complex dynamics in low-
dimensional continuous-time business cycle models: the Sil’nikov case, H-W. Lorenz,
System Dynamics Review, vol.8 no.3, 1992.

a. Overforingsfunktionen &r
G(s)=C(sI—A)'B+D =

(757 L) (5)e-

2%+ Ts+1
245546

Fran éverforingsfunktionen ar det enkelt att bestaimma differentialekvationen

Y(s) =G(s)U(s)
(s> + 55 +6)Y(s) = (2% + Ts + 1)U(s)
§+5y+6y=2i+Tu+u
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Lésningar till ovningsexemplen 2. Dynamiska system

b. Overforingsfunktionen &r
G(s)=C(sI-A)'B+D=
-1
s+7 -2 3
(-2 1)< 15 s—4> (8) -
2543
8243542

Differentialekvationen blir
Y(s) = G(s)U(s)
(s> 4+ 35 +2)Y(s) = (2s +3)U(s)
y+3y+2y=2u+3u

55+ 8
.G = — Y =5u+8
c. G(s) T y+y u+ 8u
3s2 4+ 7s + 18
d. G A — Vv + 2 = 3ii ) 1
(s) 425 +5 J+2y+5y=3ii+7u+ 18u

2.3 a. Partialbraksuppdelning av 6éverforingsfunktionen ger

2 5
GB)=2+ —— —
() +s+3 s+ 2

och genom att inverslaplacetransformera detta fis impulssvaret
h(t) = L7IG(s) = 26(t) + 273 —B5e™, t>0.

Eftersom systemmatrisen var given pa diagonalform hade vi i detta fall d&ven enkelt kunnat
berdkna impulssvaret som

h(t) = Ce*'B + DS (t) = [1 1] [Oe;; 0] [g] +26(2), t>0.

Stegsvaret berdknas t.ex. genom att integrera impulssvaret
t t
y(t) = f h(r)dr = f (28(7) + 2¢797 — 5e*7) dr =
0 0

:2+[5 27_26—3r:| —

2 T3° |,
1 5 —2t 2 —3t
T L RN
61 2° 3° =

b. Overforingsfunktionen har partialbraksuppdelningen

1 + 1
s+1 s+2

G(s) =
och impulssvaret blir
h(t)=L7'G(s) =e "+, t>0.

Stegsvaret ges da av
t 3
y(t):f h(r)dr =S —et— Lo 4>
0 2 2

c. h(t)=56(t) +3e, y(t)=8—3e’, +>0

d. h(t) =38(t) + e 'sin2t + e’ cos 2t = 38(t) + v2e ' sin (2t + F)
y(t) =3+ te (3 +sin2t —3cos2t), t>0
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Lésningar till ovningsexemplen 2. Dynamiska system

Efter Laplacetransformation fas

sX =AX+ BU

Y =CX+ DU
Los ut X:
(sI—A)X =BU
X = (sI-A)'BU
Detta ger

Y = C(sI— A)"'BU + DU = (C(sI — A)'B+ D)U

. Polerna ges av s> + 4s + 3 = 0, vilket ger s = —1 och s = —3. Systemet saknar

nollstéllen. Eftersom bada polerna har negativ realdel ar systemet stabilt.

. Den statiska forstarkningen ar G(0) = 1.

. Vid ett stegsvar &r insignalen u(t) ett steg, vilket har Laplacetransformen U(s) =

%. Utsignalen blir

1 1
Y(s)=G)U(s) = ————
() = GEU6) = 545
Slutvardet kan berdknas med slutvardesteoremet
1 1 1

lim y(¢) = limsY (s) =lims ————~- = =
tiooy( ) sl—>Os (S) s1—>0882 +4s+3s 3
Slutvardesteoremet kan endast anviandas om vi vet att slutvardet existerar (d.v.s.
att y(¢) inte gar mot oindligheten). Eftersom vi visat att systemet &r stabilt vet vi
att slutviardet existerar. Begynnelseviardet kan beridknas med begynnelsevardeste-
oremet 1 1

limy(£) = lim s¥ (s) = lim s 5—— 2 - =0

. Vid ett impulssvar &r Laplacetransformen for insignalen U(s) = 1. Utsignalen blir

1

Y(s)= —
() s24+4s+3

Vi anvinder slut- och begynnelseviardesteoremen

. . . 1
Yim y(¢) = lim ¥ (s) = lims 573 =
1

tl—%y() s (s) sggoss2+4s+3

. Systemets stegsvar ges av

1 1
Y(§)= 5———5—
(s s2+4s+3s
enligt tidigare uppgift. Derivatan av en signal far vi i Laplacedoménen genom att
multiplicera med s. Vi kan kalla derivatan av stegsvaret for z(¢) och far da

1
Z(s)=sY(s) = —————
(s) = Y (s) s2+4s+3
Vi ser att derivatan av stegsvaret ar detsamma som impulssvaret och fran forega-
ende deluppgift géiller da
limz(¢) =0

t—0

. Polerna ges av s + 0.6s + 0.25 = 0, vilket ger s = —0.3 &+ 0.4i. Systemet saknar

nollstéallen.
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Lésningar till ovningsexemplen 2. Dynamiska system

b. Den statiska forstarkningen ar G(0) = 1.
c. Insignalen (ett steg) har Laplacetransformen U(s) = % Utsignalen blir

0.25

Y(s) =G(s)U(s) = s(s2 + 0.6s + 0.25)

Eftersom detta uttryck har komplexa poler skriver vi det forst som

w?

- s(s? + 2(ws + w?)

Y(s)

dér w = 0.5 och ¢ = 0.6. Vi anvénder sedan invers Laplacetransform (transform
nr 28) och far
y(t) = 1 — 1.25¢7%3 sin(0.4¢ + 0.9273)

Stegsvaret visas nedan.

y(t) |
1
0 : -
0 5 10 15 20 ¢
2.7 Laplacetransformation av differentialekvationen mj + cy + ky = f ger

(ms*+cs+ k)Y =F
och overforingsfunktionen ar

1

G(s) = ————
() ms2+cs+k

Polerna &r s = —c/2m +i\/k/m — c2/4m?. En &ndring av k& medfor att polerna
flyttas i imaginér led. En dndring av ¢ paverkar bade real- och imaginérdelarna.

Polerna kan inte hamna i hoger halvplan eftersom ¢ > 0 och m > 0 av fysikaliska
skal.

1
2.8 a. G(s) = LCs?+ RCs +1

1 A [2Ah°
b. G(s) = , T'=—4—
(s) Ts+1 a g

2.9 a. For att vara asymptotiskt stabilt maste alla egenvarden till systemmatrisen A
ligga strikt i VHP. Dvs Re(4;) < 0 for V i.

Egenvirdena till A ges av den karakteristiska ekvationen

det(A] — A) =0

som i detta fall har tva lésningar, A; = —i och A; = i. Eftersom egenvéardena ej
ligger strikt i VHP &r systemet ej asymptotiskt stabilt.
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Lésningar till ovningsexemplen 2. Dynamiska system

b. Om alla egenvarden till A ligger strikt i VHP har vi sdkert stabilitet. Om nagot

egenvirde ligger strikt i HHP har vi garanterad instabilitet. Om daremot nagot
egenvirde ligger pa imaginira axeln kan systemet vara stabilt eller instabilt.

I detta exemplet finns det inga egenvarden i HHP. Dessutom ar samtliga egenvér-
den pa imaginira axeln unika. Det betyder att systemet ar stabilt.

Den karakteristiska ekvationen &r
2 +2% +35+7=0

Overforingsfunktionen &r stabil om samtliga koefficienter ar positiva, vilket de &r,
samt om koefficienten framfor s> multiplicerad med koefficienten framfor s' ar
storre 4n koefficienten framfor s°. Eftersom 2-3 < 7 ar éverforingsfunktionen inte
stabil.

Forsta och andra ordningens system &r stabila om och endast om koefficienterna
i overforingsfunktionens ndmnarpolynom &r positiva. Alla overforingsfunktioner
utom G3 ar stabila. Alla stegsvar utom E svarar mot stabila system. Darfor ar
Gs =E.

Alla ¢verforingsfunktioner utom Gs, G4 och G7 har statiska forstarkningen G;(0) =
1, vilket innebar att stegsvarens slutvarde ar ett. G; har statiska forstarkningen
G+(0) = 2/3 vilket innebéar att G; = C.

Stegsvaret D har en derivata som &ar skild fran 0 vid t = 0. Undersokning av
begynnelsederivatan for overforingsdunktionerna ger att s endast ar fallet for
G1 och G5. G1 har en tidskonstant pa 10s, medan G5 har en tidskonstant pa 1s.
Darfor ar Gs = D.

Nu aterstar tva stegsvar, A och B, vilka svarar mot andra ordningens system
med komplexa poler och statisk forstarkning ett. De overforingsfunktioner som
uppfyller dessa krav ar Gg och Gg. Den relativa ddmpning ¢ ar mindre i Gg¢ &n i
G, vilket innebar att Go = A och Gg = B.
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2.12

72

PZ1. Systemet har poler —1/4 + i och ett nollstille —1. Overforingsfunktionen ar
alltsa
s+1 N s+1

G(s)=K ~ .
®) (s+12+1  s241ls+1

Begynnelsevirde, begynnelsederivata och slutvirde blir:
¥(0) = lim G(s) =0
¥(0) = SEEIOOSG(S) =K#0
Jim y(t) = G(0) = K #0

Stegsvaret dr svingande med perioden T = 25r/1 ~ 6. Detta méste vara stegsvar
D.

PZ2. Systemet har poler —1 och —2 och ett nollstille 1. Overforingsfunktionen &r

s—1

66 =K D+

Begynnelsevirde, begynnelsederivata och slutvarde blir:

y(0) = lim G(s) =0

S$——+00

¥(0) = sE+mo<>SG(s) =K#0
K
Jim y(t) = G(0) = — #0

Vi ser att begynnelsederivatan och slutviardet har olika tecken. Detta stammer in
pa stegsvar F.

PZ3. Systemet har poler —1/4 % i och ett nollstille i origo. Overforingsfunktionen

ar
S S

G(s)=K ~ K .
(s) (s+5H2+1 s2+1s+1

Begynnelsevirde, begynnelsederivata och slutvarde blir:
y(0) = lim G(s)=0
S$—+00
y(0) = ligrn sG(s) =K #0
Jim y(2) = G(0) =0

Stegsvaret ar svingande med perioden T' = 25/1 ~ 6. Detta &r stegsvar G.

PZ4. Systemet har poler —1 och —2 och ett nollstille —3. Overforingsfunktionen

ar
s+ 3

(s+1)(s+2)

Begynnelseviarde, begynnelsederivata och slutvéirde blir:

G(s) =

y(0) = liin G(s)=0
y(0) = SEElOOsG(s) =K#0

, B 3K
Jm y(t) = G(0) = 5= #0

Begynnelsederivatan och slutviardet har samma tecken. Det enda ickesvangande
stegsvaret som stimmer in pa detta ar C.
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a.

2.14 a.

Lésningar till ovningsexemplen 2. Dynamiska system

For impulssvar géller att u(¢) = 6(¢) (Diracspik). D& har vi
U@is)=1
Y(s) = G(s)U(s) = G(s)

Begynnelsevirde:
lim y(¢) = lim sY (s) = lim sG(s)
t—0 $—00 §—00
Slutvarde:
tlim y(t) = linésY(s) = lin(}sG(s)

Alla overforingsfunktionerna har stabila poler, darmed kan vi anvanda slut- och
begynnelsevardesteoremen.

y(0)  lim y(¢)

H O O OO

1
3
0
s) 0
0
0

Bada impulssvaren i figuren har begynnelsevirde 0 och slutvarde 0. De maste
ddrmed motsvara Gs(s) och G4(s). Polerna for Gs(s) ligger i s = —1, polerna for
Gy4(s) ligger i s = —3.

G4(s) dr darfor ett snabbare system, vilket motsvarar impulssvaret for sockerdric-
ka. G3(s) dr langsammare, och motsvarar impulssvaret for fullkornspasta.

. Normalt dter man en viss mingd mat pa en relativt kort tid och later sedan bli

att dta under en liangre period. Man kan didrmed modellera matintaget som en
impuls, nidgot som sker momentant jamfort med tiden det tar for kroppen att ta
upp néaringen i maten.

Ett stegsvar i matintag hade motsvarat att man at kontinuerligt under en langre
tid, naringstillforsel med dropp kan beskrivas med ett stegsvar.

Y = Gi(U + G, Y)
Y(1—GiGs) = GiU
Gy

Y=——""+—
1—-G1Ge

Y = Go(H U + G1U + H,Y)
Y(l — GzHg) = (G2H1 + GzGl)U
_ GoH, + GGy

Y = U
1—GeHy
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c. Infor hjalpvariablen Z som utsignalen fran G;.

Z(1 — G1Gs — G1G3Gs) = G1U

Gy
Z = U
1-Gi1Gs — G1GsGo
v G2Gy

T 1-G1Gs — G1G3G

Y = Go(—H2Y + G1(U — HiY))
Y(1+ GoHy + GoG1Hy) = GoGrU
v — G2G,
1+ GqeHs + GoG1H,

2.15 a. Fran blockschemat far vi ekvationerna
Y(s) = Gp(s)(U(s) + D(s))
U(s) = Gr(s)E(s)
E(s) =R(s) —Y(s)

Los ut Y (s)
Gr(s)Gr(s) Gp(s)
Y(s) = —2 28 R+ — 2L ___p
®) = TG ®06) * ) T 15 Gr()Gal) 2
Systemet har tva insignaler, R(s) och D(s). Overforingsfunktionen fran R(s) till
Y(s) ar
_ _Gp(s)Gr(s)
Gr(®) = 13 Gp(5)Ga5)

b. Overforingsfunktionen fran D(s) till Y (s) ar

Gp(s)

Ga6) = 15 G (5)Gr(e)

c. Los nu istdllet ut E(s)

1 GP(S)

E(s)=———R(s) — — 1)
&) = 11666 P T 15 Gr(5)Gals)
Overforingsfunktionen fran R(s) till E(s) blir da

1

Gorls) = T G (5)Gr ()

d. Los nu ut U(s)

_ GR(S) s) — GP(S)GR(S) s
Uls) = 1+ Gp(s)Gr(s) (s) 1+ Gp(s)Gr(s) (s)
Overforingsfunktionen fran D(s) till U(s) blir

Gp (S)GR (S)

Gud(8) = 1 G (5)Gr(5)
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2.16 a. Partialbraksuppdela:

s2+6s+7 s+1 -1 2
2 =2 tl=—7+—=
s2+5s+6 s“+5s+6 s+2 s+3

G(s) = +1

Har ar en viss frihet att valja koefficienterna i B- och C—matriserna, men produk-
ten b;c; ar konstant. Satt t.ex. by = bs = 1. Vi kan da direkt skriva upp systemet

pa diagonalform:
dx (-2 0 (2
a (o -3)~ 1)

(—1 2]x +[1]u

y

b. Skriv forst om systemet som

_ bos + by d s+1
T2+ ais+as T s2455+6

G(s)

Den styrbara kanoniska formen kan direkt avlasas ur 6verforingsfunktionen:
dx _ (-5 -6 N 1
dat L1 o) " |o)¥
y = [1 1] x+ [1] u
c. Den observerbara kanoniska formen erhélles pd samma satt:
de (=5 1 " 1
dat (-6 o) " T (1)¥

y= [1 o]x+ [1)u
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Losningar till 6vningsexemplen 3

Frekvensanalys

3.1 a. Utsignalen ges av

3.2

76

y(t) = |G(31)] sin(St + argG(3i)) =

dar
. 0.01v/1 + 100w?
G (iw)| = 4 .
V14 w?2V/140.01w
och

arg G(iw) = arctan 10w — arctan w — arctan 0. 1w
For w = 3 fas |G(iw)| = 0.0909 och arg G(iw) = —0.003 vilket ger
y(t) = 0.0909 sin(3¢ — 0.003)

. Avldsning i diagrammet ger |G(3i)| ~ 0.09 och arg G(3i) ~ 0. Vi far

y(¢) = 0.09sin 3¢

. Lufttemperaturen kommer att paverka vattentemperaturen mycket snabbare i den

lilla tradgardspoolen &n i havet. Snabbare paverkan innebar att forstarkningen
ar hogre for hoga frekvenser. Darfor motsvarar den heldragna linjen systemet
tradgardspoolen - Gy(s), och den streckade linjen havsvattnet - G1(s).

. Tidsenheten i Bodediagrammet ar timmar. Vi rdknar darfor om periodtiden till

timmar
1ar=2365-24 h = 8760 h

Vinkelfrekvensen for svingningen blir da

27t 27
= = d/h=17-10"* rad/h.
T = 8760 Y rad/
Vi laser av den streckade amplitudkurvan vid denna frekvens och far
|G(iw)| ~ 0.5

Det innebéar att svingningen i utsignalen (vattentemperaturen) har halva ampli-
tuden hos svingningen i insignalen (lufttemperaturen) vid denna frekvens. Skill-
naden mellan max- och mintemperatur i luften ar ATy, f; = 19°C—(—5°C ) = 24°C.
Skillnaden mellan max- och mintemperatur i vattnet blir dd AT, 4sen = 0.5 -24° C
= 12°C.

. Vinkelfrekvensen for svingningen blir nu

27t 27
=— = — =0.2 .
w=-5 =5 rad/h = 0.26 rad/h
Vi laser av den heldragna faskurvan vid denna frekvens och far

arg(G(iw)) ~ —30°.

Det betyder att toppen for utsignalen kommer 2= ~ 0.08 period = 0.08 - 24 h =

1.92 h senare dn toppen for insignalen. Poolen ar alltsd som varmast ungefar kl.
15.00.



Lésningar till ovningsexemplen 3. Frekvensanalys

3.3 a. Utsignalen ges av

34

y(t) = |G(iw)| sin(wt + argG(iw))

dar 10 10
IG(iw)| = | =3 . =

(iw)? +0.5iw + 1 \/(1 — w?)2 + (0.5w)?

och 10
arg G(iw) = arg EOLEN s Rl arg((1 — w?) + 0.5wi)
— arctan 10‘_5&“,12, w<l
= —jT/2’ w=1
—arctan 224 —, w>1

Utsignalerna blir

10.4sin (0.2¢ —5.9°), 20.0sin (£ — 90.0°), 0.011sin (30¢ — 179.0°)

. For w = 0.2 avlaser man |G(iw)| ~ 10 och argG(iw) ~ —5°. For w = 1 avlédser

man |G(iw)| ~ 20 och arg G(iw) ~ —90°. For w = 30 avldser man |G(iw)| ~ 0.01
och arg G(iw) ~ —180°. Utsignalerna blir ungefar

10sin (0.2t —5°), 20sin (£ —90°), 0.01sin (30¢ — 180°)

Vi anvinder foljande generella arbetsgang for att rita Bodediagram:

* Dela upp systemets 6verforingsfunktion i delfaktorer.
* Bestam lagfrekvensasymptoten (sma s)
* Bestam brytfrekvenserna (d.v.s. beloppet av systemets poler och nollstillen).

¢ Rita forstarkningskurvans asymptoter fran laga till hoga frekvenser med
hjalp av foljande tumregler:
— En pol minskar forstarkningskurvans lutning med 1 vid brytfrekvensen.
— Ett nollstalle okar forstarkningskurvans lutning med 1 vid brytfrekven-
sen.
* Rita faskurvan fran laga till hoga frekvenser med hjélp av foljande tumregler:
— En (stabil) pol minskar faskurvan med 90°. Vid brytfrekvensen har fasen
minskat 45°.
— Ett (stabilt) nollstalle 6kar faskurvan med 90°. Vid brytfrekvensen har
fasen okat 45°.

¢ Rita de riktiga forstarknings- och faskurvorna med hjalp av asymptoterna
och typkurvorna i formelsamlingen.

a. Overforingsfunktionen kan skrivas som

1

Gl) =31 570

Lagfrekvensasymptot: G(s) ~ 3
Brytfrekvens: w = 10 rad/s (pol)

Forstarkningskurvan bérjar med lutningen 0 och véardet 3. Vid w = 10 rad/s
minskar lutningen med 1 p.g.a. polen och slutar med lutningen —1.

Faskurvan borjar pa 0°. Vid w = 10 rad/s minskar fasen med 90° p.g.a. polen och
slutar pa —90°.

Asymptoterna och det fardiga diagrammet visas i figur S3.1.
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10

Forstarkning
-

0.1 ]

O —}
g
g

oo —45 | -
wn
@
=

—90 |- n

I I I I I I
1 2 5 10 20 50 100
Frekvens[rad/s]
3
Figur S3.1 Bodediagrammet for G(s) = T3 s/10

b. Overforingsfunktionen kan skrivas som

1 1
1+10s 1+s

G(s) =10

Lagfrekvensasymptot: G(s) ~ 10
Brytfrekvenser: w = 0.1 rad/s (pol), w = 1 rad/s (pol)

Forstarkningskurvan borjar med lutningen 0 och vardet 10. Vid w = 0.1 rad/s
minskar lutningen med 1 p.g.a. polen till —1, och vid w = 1 rad/s minskar lut-
ningen med ytterligare 1 p.g.a. polen och slutar med lutningen —2.

Faskurvan borjar pa 0°. Vid w = 0.1 rad/s minskar fasen med 90° p.g.a. polen
och vid w = 1 rad/s minskar fasen med ytterligare 90° p.g.a. polen och slutar pa
—180°.

Asymptoterna och det fardiga diagrammet visas i figur S3.2.
c. Overforingsfunktionen kan skrivas som

1
1+s

G(s)=e"*:

Lagfrekvensasymptot: G(s) ~ 1
Brytfrekvenser: w = 1 rad/s (pol)
Tidsfordrojningen (e™®) paverkar inte forstarkningskurvan, som bérjar med lut-

ningen 0 och vardet 1. Vid w = 1 rad/s minskar lutningen med 1 p.g.a. polen och
slutar med lutningen —1.

Faskurvan ar svarare att skissa. En 16sning ar att rita asymptoterna for systemet
utan tidsfordrojning och sedan addera faskurvan for e~ fran formelsamlingen eller
genom att berdkna nagra punkter. Vi ser i alla fall att faskurvan bérjar pa 0° och
att fasen sedan minskar bade p.g.a. polen (vid w = 1 rad/s) och tidsfordrgjningen.
Tidsfordrojningen gor att faskurvan gar mot —oo for stora w.

Det fardiga diagrammet visas i figur S3.3.
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Fas[grad]
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100 =

1072

10—4 -

o[ —rTrr

—45 |

—90 I

—135 |-

—180 |-

1072

Figur S3.2 Bodediagrammet for G(s) =

107! 10° 10t 102
Frekvens[rad/s]

10
(14 10s)(1+s)

. Overforingsfunktionen kan skrivas som

G(s)=§-(1+s)-Ti/10

1
Lagfrekvensasymptot: G(s) ~ 5
Brytfrekvenser: w = 1 rad/s (nollstélle), w = 10 rad/s (pol)

Forstarkningskurvan bérjar med lutningen —1. Vid w = 1 rad/s okar lutningen
med 1 p.g.a. nollstéillet till 0, och vid w = 10 rad/s minskar lutningen med 1 p.g.a.
polen och slutar med lutningen —1.

Faskurvan boérjar pd —90°. Vid w = 1 rad/s 6kar fasen med 90° p.g.a. nollstallet
och vid w = 10 rad/s minskar fasen med 90° p.g.a. polen och slutar pa —90°.

Det fardiga diagrammet visas i figur S3.4.

. Overforingsfunktionen kan skrivas som

dar ¢ = 0.2.

1
1+ 2((s/2) + (s/2)?

G(s)zzé-(1+5s)-

2
Lagfrekvensasymptot: G(s) ~ —
s

Brytfrekvenser: w = 0.2 rad/s (nollstille), w = 2 rad/s (komplexkonjugerat polpar)

Forstarkningskurvan borjar med lutningen —1. Vid w = 0.2 rad/s 6kar lutningen
med 1 p.g.a. nollstillet till 0, och vid w = 2 rad/s minskar lutningen med 2 p.g.a.
polparet och slutar med lutningen —2.

Faskurvan borjar pa —90°. Vid w = 0.2 rad/s 6kar fasen med 90° p.g.a. nollstillet
och vid w = 2 rad/s minskar fasen med 180° p.g.a. polparet och slutar pa —180°.

Det komplexkonjugerade polparets ldga dampning ({ = 0.2) gor att forstarknings-
kurvan far en resonanstopp vid w = 2 rad/s samt att faskurvan minskar snabbt
vid denna frekvens, se typkurvorna i formelsamlingen. Det fardiga diagrammet

visas i figur S3.5.
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3.5

3.6

80

T T U T I
1 |
2 o5} .
g | ]
=
Haf B 1
2
g oz} |
0.1} s
| | [ | [
0 —
—90 |- ]
=
Eﬂ —180 |- .
w0
<
= 970 .
—360 |- s
(| | | [ | | [
10! 2 5 10° 2 5 10!
Frekvens[rad/s]

—s

e
1+s

Figur S3.3 Bodediagrammet for G(s) =

. Nyquistkurvan boérjar i punkten 3 (den statiska forstarkningen) for w = 0. Bade

forstarkningen och fasen avtar monotont, vilket gor att kurvan kommer att vridas
medurs samtidigt som avstandet till origo minskar. For stora w gar beloppet mot
0 och fasen mot —90°. Kurvan kommer darfor enbart befinna sig i den fjarde
kvadranten och niarma sig origo ldngs den negativa imaginira axeln d4 w — oo.
Genom att vilja ut ytterligare ett par frekvenser (t.ex. w = 1, 10, 100 rad/s) och
rita in dessa punkter kan man sedan skissa Nyquistkurvan. Den fardiga kurvan
visas i figur S3.6.

. Nyquistkurvan borjar i punkten 10 (den statiska forstarkningen) for w = 0. Bade

forstarkningen och fasen avtar monotont, vilket gor att kurvan kommer att vridas
medurs samtidigt som avstandet till origo minskar. For stora w gar beloppet mot
0 och fasen mot —180°. Kurvan kommer darfor att befinna sig i forst den fjarde
och sedan den tredje kvadranten och niarma sig origo lings den negativa reella
axeln dd w — oo. Skidrningen med negativa imaginidra axeln kan ritas in genom
att ldsa av beloppet da fasen ar —90°. Genom att vilja ut ytterligare ett par
frekvenser (t.ex. w = 0.1, 1 rad/s) och rita in dessa punkter kan man sedan skissa
Nyquistkurvan. Den fardiga kurvan visas i figur S3.7.

. Nyquistkurvan boérjar i punkten 1 (den statiska forstarkningen) for w = 0. Bade

forstarkningen och fasen avtar monotont, vilket gor att kurvan kommer att vridas
medurs samtidigt som avstandet till origo minskar. For stora w gar beloppet mot
0 och fasen mot —oco. Kurvan kommer darfor rotera ett odndligt antal ganger
samtidigt som den ndrmar sig origo. De forsta skidrningarna med axlarna kan
ritas in genom att avlédsa beloppet da fasen ar —90°, —180°, —270° och —360°. Den
fardiga kurvan visas i figur S3.8.

L&t den sokta overforingsfunktionen vara G(s). Férstarkningskurvan bérjar med
lutningen —1 vilket betyder att det finns en faktor % (en integrator) i systemet. Vi
ser att det finns tva brytfrekvenser, w; = 1 rad/s samt wy = 100 rad/s. Forstark-
ningskurvan bryter uppat en gang vid w; samt nedat en gang vid wy. Saledes
innehaller tiljaren faktorn 1 + s och namnaren faktorn 1 + s/100. Dessutom in-
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Forstarkning
=
=3

107 | E
L | | | | | | =
- — — ——r
0, -
=
®
5 —a5| .
w
<
=
—90 | i
Ll | || | || | | |
107! 2 5 10° 2 5 10! 2 5 10?

Frekvens[rad/s]

Figur S3.4 Bodediagrammet for G(s) = -1t

s(1+s/10)

nehéller G(s) en konstant forstarkningsfaktor K. Vi har alltsa

K(1+s)

G) = S+ s/100)

For att bestamma K utvarderar vi amplitudkurvans lagfrekvensasymptot vid t.ex.
w = 0.01 vilket ger

|G(0.0L)| =& =1 = K=o001

En kontroll visar att faskurvan stammer 6verens med detta system.

Lat den sokta 6verforingsfunktionen vara G(s). Beloppskurvan har tva brytfre-
kvenser, w; = 2 rad/s samt wy = 100 rad/s. Beloppskurvan bryter nedat en respek-
tive tre génger vid dessa. Saledes innehaller ndmnaren i G(s) faktorerna (1 + §)
och (1+ ﬁ)? Lagfrekvensasymptoten har lutningen +1. Didrmed innehéller G(s)
en faktor s i téljaren. Dessutom innehéller G(s) en konstant forstarkningsfaktor
K. Vi har alltsa

_ Ks

(1+ 51+ 55)°

Faktorn K berdknas genom att man bestimmer en punkt pa lagfrekvensasymp-
toten Grr(s) = Ks, till exempel

G(s)

|Grr(iw)| = Kw=1

for w = 0.5 rad/s. Detta ger
K=2

En kontroll visar att faskurvan stimmer 6verens med detta system.
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100

10

Forstarkning

—
|

ol —T T

—45

—90 I+

Fas[grad]

—135 |-

—180 |-

1072 2 5 107t 2 5 10° 2

Frekvens[rad/s]

2(1 + 5s)

Figur S3.5 Bodediagrammet for G(s) = 15025 7 0.257)
s .2s + 0.25s

| Im

3
Figur S3.6 Nyquistdiagrammet for G(s) = m
AIm
‘ Re
—2 5
—5 |
10

Figur S3.7 Nyquistdiagrammet for G(s) = (1 +10s)(1 +s)
S S
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| Im

D

—1 1

VT s

Figur 83.8 Nyquistdiagrammet for G(s) = <

1+s
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Losningar till 6vningsexemplen 4

Aterkopplade system

4.1

4.2

4.3

84

a. Laplacetransformering av differentialekvationen ger

sY(s) +0.01Y (s) = 0.01U(s)

Overforingsfunktionen Gp(s) ges av

0.01
(5) = Gr()U(s) = 62U ()
. Slutna systemets overforingsfunktion ar
0.01 K
G(S) — GP(S)GR(S) — s+ 0.01 — 0.01K
1+ Gp(s)Gg(s) 1 0.01 s+0.01+0.01K

+ ——K

s+ 0.01

. Det onskade och det faktiska karakteristiska polynomet ar lika om alla koefficien-

ter i polynomen ar lika. Identifiering av koefficienter ger

0.1=0014+00l1K & K=9

Eftersom r(¢) = 0 blir reglerfelet e(¢) = —y(¢).

Y(6) = GoG)(FE) = Grl)Y () & V()= 5grsih s ()
Om f(¢) &r ett enhetssteg blir F(s) = 1.
. Sék e(c0) d& Gg = K.
1 1 1

(o) = e ) = M o T s+ B s K

Funktionen sY (s) har samtliga poler i vanstra halvplanet d& parametrarna m, d
och K ar positiva.

. Samma uppgift med Gg(s) = K; + Kz /s. D4 giller

e(oc0) = -l ! 1 s

im s — = —lim =0
§—0 (ms2+ds+K1+%)s s—0 ms3 + ds? + Ki1s + Ko

under forutsidttning av stabilitet. Stabilitet géller om m > 0, d > 0 och K; >
Ky > 0. Regel: Om storningen &r ett steg s& skall man ha minst en integrator

fore den punkt i blockschemat déar stérningen kommer in, for att det stationéra
felet skall bli noll.
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a. For slutna systemet giller, dd R = 0, att
U(s) = K(0—Y(s)) = —K(Gp(s)U(s) + N(s))

varur man erhéaller

_K
BN RS CHOR (4.1)
Y (s) = Gp(s)U(s) + N(s) = mN(s)

b. Insittning av Gp(s) = H%l i ekv. (4.1) ger sambanden

Y () = Go(s)U(s) + N(s) = - N(s) = Gpu(9)N(6)

Stationért giller att
y(¢) = A|G,, (iw)| sin(wt + arg Gy, (iw))
R /1 2
=A tw sin (wt + arctan w — arctan w )
V(K +1)2 + w? K+1

u(t) = —Ky(?)

V14 w?

=—KA sin | wt + arctan w — arctan w
K+1

VE T+ o

c. Med A =1 och K =1 blir amplituderna for svingningarna i u och y
A, = 1T
4+ w?
/14 w?
A, =—
7 4 + w?

For w = 0.1 rad/s blir amplituderna

A, 5

A, ~05
medan w = 10 ger

Ay

Ay~

4.4 Med Gp(s) = 1/(Js?) far vi

E(s) = Orer(s) — 0(s) =
= Oror(s) — Gp(s)(M(s) + KGr(s)E(s)) =
1 0 (S) . Gp (S)
1+ KGp(s)Gr(s) ™ 1+ KGp(s)Gr(s)

Antag stegéindringar i stérmoment M° och referensvérde 6, .. Vi ansitter Gg (s) =
Q(s)/P(s). Detta ger

E(s) =

M(s)

1
_ 1 Gy gE M
H ik 10 N L B
Js?P(s) Js?P(s)
s2J P(s) ref P(s) Me

2JP(s) + KQ(s) s  s2JP(s)+ KQ(s) s
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4.5

4.6

86

Det stationéara felet blir

€0 = }lr?o e(t) = lijrésE(s)
_ PO o _ PO ..,
k@) T TKQ()

dar vi forutsatt att @(0) # 0 samt att forutsittningarna for slutvirdesteoremet
ar uppfyllda. Vi ser att P(0) = 0 ger e, = 0. Ett villkor for att en stegdndring i
stormoment ej skall ge négot bestdende vinkelfel blir alltsa att regulatorn Gg(s)
skall ha minst en pol i origo (P(0) = 0).

=0

Insignalen till termoelementet &r badets temperatur u(t), vilket ger
1
t)=t = U(s)=—
u(?) ()= -
Utsignalen y(t) 4r temperaturgivarens utslag. D4 giller

1 1

Y(s) =G(s)U(s) = 13T &

For felet e(t) = u(t) — y(t) galler

E(3)=U(S)—Y(s)=312[1_ 1] T 1

14+sT|  1+sT 2
Stationdra virdet av felet fas mha slutvardesteoremet:

2T 1

e(0) = iij%sE(s) = lim =T=10

s—0 1—|—$T.S‘72

Termoelementet visar alltsa i stationért tillstdnd 10°C for lite, dvs badets verkliga
temperatur ar 102.6°C + 10°C = 112.6°C.

Observera att felet som i detta fall kan ha ett konstant grénsvirde trots att bade
u(¢) och y(¢) saknar gransvérde d& ¢ — co. Det ar skillnaden mellan u och y som
blir konstant efter lang tid.

Eftersom lutningen ar —2 vid laga frekvenser innehaller Gverforingsfunktionen
en dubbelintegrator. Vid brytfrekvensen wp; = 1 &ndras lutningen fran —2 till 0,
vilket innebar att det finns ett dubbelt nollstéille vid denna frekvens. Vid wpy = 5
andras lutningen fran 0 till —1, vilket innebar att det finns en pol vid denna
frekvens. Overforingsfunktionen for det 6ppna systemet blir darfor

dar T1 = l/a)bl =1 och Tz = 1/6()1]2 =0.2.
Lagfrekvensasymptoten ar
K
GLF(S) = sz
dar konstanten K ges av
. K
|GLr(iw)l = —5

Ur Bodediagrammet kan man avlisa att |Grp(iw)| = 1 d& w = 1. Detta ger att
K=1.
Det slutna systemet har éverforingsfunktionen
G,(s
Gls) = 1+ 6(40)(3)
Utsignalen dr Y (s) = G(s)R(s) och felet E(s) blir
1 s%(1+ 0.2s)

E(s)=R(s)—Y(s) =

R(s)

Tra, )= s2(1+0.25) + (1 +5)2



4.7
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2 s eo = lime(¢) = lin(}sE(s) =
s s—

t—00

) as®(1+ 0.2s)
= lim =
s—0 82(1 =+ 028) + (1 + 8)2

Systemet kan alltsé folja insignalen r(¢) = @ utan stationért fel.

b ‘ . _
Ris)= 5 = e = lime(t) =limsE(s) =

) bs(1+ 0.2s)
= lim =
s-0 s2(1 4 0.2s) + (1 + s)2

Systemet kan #ven folja insignalen r(¢) = b¢ utan stationért fel.

2c

R(s) = i = ey = tlg}}o e(t) = li—l}(}SE(s) =
2¢(1+ 0.2s)

=i
20 52(1 + 0.25) + (1 +5)2

=2c#0

Insignalen r(t) = ct? ger ett stationirt fel.

. Eftersom det slutna systemet &r linjart och tidsinvariant géller superpositions-

principen. Insignalen 4r summan av insignalerna i uppgift a och b, varfor det
stationéra felet blir summan av felen i dessa fall. Vi far alltsa det stationéra felet

€ =04+0=0.

. Insignalen r(¢) = sin(¢) ger

1

lim s s%(1+ 0.2s) 0
= 11 =
s=0 (s2(140.2s) + (1 +5)%)(1 +s?)

men med insignalen r(¢) = sin(¢) far vi sedan initialtransienterna avklingat en

utsignal y(¢) = y, sin(¢ + 4), dar

Yo =G@)|; ¢ =arg G()

Felet e(¢) = r(¢) — y(¢) blir ddrmed ocksé en sinussvéngning, och grinsvirdet

lim e(?)

t—00

existerar ej. Detta visar att slutvardesteoremet ej kan anvéndas okritiskt, utan
endast far anvandas i de fall da ett gransviarde verkligen existerar. Kravet ar att
alla poler hos sE(s) maste ha negativ realdel. (Faktorn s? + 1 i nimnaren ger tva
poler pa imaginara axeln).

S(s)

faktor 7.5.

. Kéanslighetsfunktionen ges av

1 1 s3+3s2+3s+1

- 1+ Gp(s)Gr(s) T14 8T P 432+3s5+75

(s+1)3

. Vid w = 0 ar |S(iw)| = 1/7.5. Lagfrekventa laststorningar dampas alltsd med en
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c. Kinslighetsfunktionen har storsta vérdet |S(iw)| ~ 10 vid w ~ 1.6 rad/s.

4.8

a. Den ovre kurvan ar den komplementidra kanslighetsfunktionen och den nedre
ar kanslighetsfunktionen. Den komplementara kanslighetsfunktionen ar overfo-
ringsfunktionen fran referensvarde r till utsignal y, och dér vill man normalt att
forstarkningen ska vara 1 vid 1aga frekvenser sé att lim;_,, y(¢) = r(t).

b. Stérningar vid olika frekvenser forstarks enligt vad som visas i amplitudkurvan
for kanslighetsfunktionen. Stérningar under 0.2 rad/s reduceras alltsa, storningar
mellan 0.2 och 2 rad/s forstiarks, och storningar darover passerar rakt igenom.
Varst forstarkning, 2, fas vid frekvensen 0.55 rad/s.

c. Den komplementira kanslighetsfunktionen, vilket motsvarar slutna systemets
overforingsfunktion fran r till y, ligger néara 1 upp till ca 0.7 rad/s.

d. Den maximala beloppet av kanslighetsfunktionen ar lika med inversen av det
minsta avstdndet mellan Nyquistkurvan och punkten —1. Det minsta avstdndet
ar saledes 1/2 = 0.5. Avstandet till —1 da Nyquistkurvan skir den negativa reella
axeln maste da ocksi vara minst 0.5. Detta innebéar i sin tur att amplitudmargi-
nalen ar minst 2.

4.9 Det slutna systemet har overforingsfunktionen

G K
1+G, s2+2s+K

G(s) =

Det slutna systemets poler ges av den karaktiristiska ekvationen
$?+25+K=0 = s=-1xV1-K

Da K = 0 erhalles rétterna s19 = 0, —2, dvs det 6ppna systemets poler. Det slutna
systemet G(s) har en dubbelrot i s = —1 d& K = 1, och d& K — oo blir rétterna

S1,2 = —1+ic0

Rotorten, dvs rotterna till den karaktéristiska ekvationen da K varierar visas i
figur S4.1 .

—4 = | | | | |
—2 -1.5 -1 —0.5 0

Figur S4.1 Rotort for systemet i problem 4.9.

4.10 Kretsoverforingen hos systemet ar

K(s+10)(s +11) _ Q(s)

G = =T D612~ KPE)
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Det slutna systemet blir

Go(s) _ _ KQ(s)

G =13 Go(s) _ P(s) + KQ(s)

Karakteristisk ekvation:
P(s)+ KQ(s) =0 <%
s(s+1)(s+2)+ K(s+10)(s+11) =0 <
s°+ (3+ K)s*+ (2 +21K)s + 110K = 0

. Villkor for stabilitet ar att alla koefficienter i karaktaristiska polynomet
s° + (3 + K)s® + (2 + 21K)s + 110K
ar positiva, samt att
3+ K)(2+21K) > 110K
Olikheten ger
15 2

K2-—"K+Z>0
7RtT

Denna &r uppfylld for K > 2 samt K < 1/7. Det slutna systemet dr alltsa stabilt
for

1
0<K<—
< <,7

samt da
K>2

. Sok rotorten for den karakteristiska ekvationen, P(s) + KQ(s) = 0:

s(s+1)(s+2)+K(s+10)(s+11) =0 4.2)
Séatt n = gradtalet hos P(s) och m = gradtalet hos Q(s). Rotorten har max(n, m) =
3 grenar.

Startpunkter:
P(s)=0 = s=0-1,-2

Andpunkter:
Q(s)=0 = s=-10,—11

Den tredje grenen kommer att g& mot oandligheten.

Till hoger om varje punkt pa reella axeln som ingér i rotorten skall finnas ett
udda antal nollstéllen till P(s) och Q(s). De punkter x som uppfyller detta ar

r<—11 —-10<x<—-2 —-1<x<0

Rotorten har |n — m| = 1 asymptot. Eftersom intervallet x < —11 pé reella axeln
tillhor rotorten ar negativa reella axeln asymptot.

Skarningspunkter med imaginéra axeln erhélles genom att siatta s = iw i ekvation
(4) ovan, vilket ger

—(84 K)w? + 110K +i(—w® + (2+ 21K)w) =0
Denna ekvation har 16sningen w = K = 0 samt
—(3+ K)w® + 110K =0
{ w?—(24+21K)=0

vilket ger K =1/7, w==%Vbeller K =2, w=+\44.

Vi vet fran uppgift a ovan att det slutna systemet dr instabilt d&4 1/7 < K < 2. For
dessa varden pa K ligger alltsa rotorten i hogra halvplanet. Rotortens utseende
framgar av Figur S4.2.
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20
5 | ]
10 |- .
0 @—K| of—x -
—10 | -
-5 -
_20 | | | | | | |
—40 —-30 —20 —-10 0 —4 —2 0

Figur S4.2 Rotort for systemet i problem 4.10. Den hogra figuren ar en forstoring av
omradet narmast origo.

4.11

4.12

90

a. Systemets kretsoverforing ar

K

&) = GF e+

Det slutna systemet har overféringsfunktionen

_ G()(S) _ K
Gcz(s) =71 T Go(S) - S(S + 1)(8 +2) + K

Systemet ar asymptotiskt stabilt om samtliga nollstallen till det karakteristiska
polynomet
s(s+1)(s+2)+K=5"+3>+2s+ K

har negativ realdel. Det har de om alla koefficienter ar positiva och om
3-2>K

Systemet ar alltsa asymptotiskt stabilt om 0 < K < 6.

. Nu vill vi studera hur stationéra felet beror av K nar referensen véxer linjart med

tiden. Reglerfelets Laplacetransform ges av
Go 1 s(s+1)(s+2)
R = R =
146 FO) = 15 ) = S+ + K
Med r(¢) = 0.1¢, d.v.s. R(s) = 0.1/s?, far vi

E(s)=R(s)—-Y(s)=(1— R(s)

0.1(s +1)(s +2)

Els) = s(s(s+1)(s+2) + K)

Om 0 < K < 6 s& har sE(s) alla poler i vinstra halvplanet enligt a-uppgiften och
vi kan anvéinda slutvardesteoremet:
0.1(s+1)(s+2) 0.2

e(00) = lims s+ N+ 2+ K) - K

For att fa ett stationdrt fel mindre &n 5 mV for den givna referensen, kravs
det att K > 40. For sa stora viarden pd K &r systemet emellertid inte stabilt.
Specifikationen ar alltsa omgjlig att uppfylla.

Enligt Nyquist-teoremet ar det aterkopplade systemet &r stabilt precis for de K > 0
saddana att



4.13

4.14

4.15

4.16

Lésningar till évningsexemplen 4. Aterkopplade system

. K<?2
. K<1/15=2/3
. K<1/15=2/3

. K<1/(2/3)=15

Nyquistkurvan skir negativa reella axeln da arg(Gy(iw)) = —n, d.v.s. d&
—3arctan(w) = —r

Detta ar uppfyllt da
T

w = tan 3 =3
Skarningspunkten ges av
1
|G0(l\/§)| = g

Det betyder att systemet ar stabilt for K < 8.

Systemet ar stabilt for

1
O<K<ﬁ & 0<K<029

samt

1
1<K<— & 1<K<2
<K< 05 <K<

Problemet l6ses enklast med hjalp av Nyquistkriteriet. Processens éverfoéringfunk-
tion ar

e—9s

Gr(s) = T3 20802

Processens fasvridning ar
arg Gp(iw) = —9w — 2 arctan(20w)

Vi vill ta reda pa vid vilken frekvens fasvridningen 4r —180°. Detta far vi genom
att 16sa ekvationen
—9w — 2 arctan(20w) = —rr

Denna ekvation gar inte att 16sa analytiskt. Daremot kan man 16sa den numeriskt
pa olika séatt. Losningen ar
wo ~ 0.1

Nasta steg ar att bestamma processens forstarkning vid denna frekvens.

1
Gliwg)| = ———— =0.2
Gliwo)l = 5 + 40003
Detta ger oss forstarkningsmarginalen
1
A,=—=5
0.2

Forstarkningen K = 5 ar alltsa den hogsta forstarkning som kan tillatas.

Kretsoverforingsfunktionen ar

Lo 1004 5) g 5(1+2s)

Gole) = Grl&)Gr(s) =™ 05 =7 51+ 108)
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4.17

4.18

4.19

92

Skarfrekvensen berdknar vi genom att undersoka vid vilken frekvens kretsoverfo-
ringsfunktionen har beloppet ett.

5\/1 + 4w?
Goliwe)| = —VIT2e 4
wey/1+ 100w?
Ekvationen kan l6sas numeriskt eller analytiskt.
25(1 + 4w?) = w?(1 + 100w?)
w*—0.99w% —0.25 =0
w? ~ 1.199

we ~ 1.1 rad/min
Vid denna frekvens ar
arg Go(iw.) = arctan 2w, — arctan 10w, — 90° — w.L
Villkoret pa fasmarginalen, ¢,, > 10°, ger

@m = 180° + arg Gy (iw.)
= 180° + arctan 2w, — arctan 10w, — 90° — w.L
~ T70° — w,L > 10°

Detta ger foljande grans for dédtiden L:

_60 7

= — 1mi
=W, 180 T

Transportfordrojningen far alltsd maximalt vara 1 minut.

. Ratt. A,, = 1/|KGp(iwo)| dér wy ar frekvensen da Nyquistkurvan skér negativa

reella axeln.

. Ritt. ¢,, = v + arg Gp(iw) da |Gp(iw)| = 1.

. Fel. D& K minskas kommer varje punkt pa Nyquistkurvan att flyttas mot origo.

Harav foljer att fasmarginalen 6kar dd4 K minskar.

. Ratt. Systemet ar stabilt for K = 1, och Gp(s) har samtliga poler i vénster

halvplan. Det forenklade Nyquistkriteriet kan da anvidndas. For K = 2 ligger
punkten -1 till héger om Nyquistkurvan da denna genomlépes i for 6kande w, och
det slutna systemet ar d4 instabilt.

. Detta ar definitionen pa amplitudmaginalen. Ur diagrammet ser man att nar

fasen ar —180° sa ar forstarkningen ungefar 0.4. Detta ger en amplitudmarginal
pa ungefar 1/0.4 = 2.5.

. Detta ar definitionen p& fasmarginalen. Ur diagrammet ser man att nir amp-

lituden &ar 1 sa ar fasen ungefiar —140°. Detta ger en fasmarginal pa ungefar
180° — 140° = 40°.

Skarfrekvensen avléses till w, = 0.07 och fasmarginalen till ¢,, = 40°. Dodtids-
marginalen blir
Pm _ 40° 155

L., = =
T we 0.07

=10




Losningar till 6vningsexemplen 5

Tillstandsaterkoppling och
Kalmanfiltrering

5.1 a. Styrbarhetsmatris:

5.2

5.3

54

-2
vilket ger det W, = —f8 — 1, dvs styrbarhet for alla g # —1.

=) = (o %)

vars determinant alltid ar 0, dvs systemet ar inte observerbart for nagot varde pa
y.

W, = (B AB] = [1 1_ﬁ]

. Observerbarhetsmatris:

Styrbarhetsmatrisen ges av

v (an) = (4 )

De styrbara tillstdnden bestdms av kollonnerna till W; och kan skrivas «(2, —l)T,
dar o ar en skalar.

S A

Vi ser att W, ar singular (det W, = 0). Tillstandet x ar icke observerbart om och
endast om
Wox =0

Vi far att x ar ett icke observerbart tillstdnd om och endast om x; + xo = 0. De
icke observerbara tillstdnden ges av

_ 1
1=« 1
dar o ar ett tal # 0.

Styrbarhetsmatrisen

e (o 40) = (3 3

ar singular, varfor systemet ej ar styrbart. Vi kan dock géra en mera detaljerad
undersokning: Systemet kan skrivas:

dx

ditl =—x1 t+Uu, x1(0) =1
d

% = 2, 22(0) = 1

Av detta framgar att xo(t) = x2(0)e™% = e~2 oberoende av vilken styrsignal u
som anvands. Diaremot kan x; styras med u till vilket varde som helst. Detta
innebér att xo — 0 d& ¢ — co. De punkter (x1, x2) som kan passeras vid négot
t < oo utgors av remsan 0 < xg < 1 (se figur S5.1). P4 adndlig tid kan allts& endast

3 10 .
punkterna [0, 5] och [0_1] uppnas.
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5.5

5.6

5.7

5.8

94

X2

X1

Figur S5.1 Uppnaeliga tillstand i uppgift 5.4.

Systemet ar styrbart ty kolonnerna i styrbarhetsmatrisen

RO

ar linjart oberoende.

. Kolonnerna i stybarhetsmatrisen

ne (o a)= (5 )

ar linjart beroende, sa systemet ar ej styrbart. De tillstdind som kan nés pa
andlig tid fran origo bestdms av kolonnerna i W;. De styrbara tillstdnden &r
x = konst - (1 0)7.

. G(s) = C(sI — A)"'B+D =5/(s +2).

. Minimal tillstdndsbeskrivning av G(s):

Xx=—2x+5u
y=x

. Sant. Eftersom systemet ar styrbart kan man placera det slutna systemets poler

godtyckligt genom linjar aterkoppling fran samtliga tillstandsvariabler.

. Falskt. En linjar tillstandsaterkoppling paverkar inte det slutna systemets noll-

stallen.

. Sant om systemet ar observerbart.

. Sant om systemet S ar observerbart.

Det slutna systemet blir
{x = (A— BK)x + Bk,r
y=Cx
Den karakteristiska ekvationen blir
det(sI — A+ BK) = s>+ (3 + k1 + 2ko)s + 2(1 + k1 + k2) = 0

Vivill ha (s + 4)2 = s?4-8s+16 = 0. Identifiering av koefficienter ger k1 = 9, kg =
—2. Det slutna systemet har 6éverforingsfunktionen G(s) = C(sI — A+ BK) ' Bk,.
Stationédra forstdrkningen G(0) = 1 om

kr

G(0) = C(—A + BK) 'Bk, = L =1

vilket ger &k, = 4.
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5.9 a. Det slutna systemets karakteristiska polynom ges av

S+0.5+3k1 3k2 _

det(sI — (A — BK)) = _1 s

s+ (0.5 + 3ky)s + 3ky

Det 6nskade karakteristiska polynomet ar
(s +4+4i)(s + 4 —4i) = s* + 85 + 32

Identifiering av koefficienter ger

K= [5/2 32/3] - [2.5 10.7]

Det slutna systemet har éverforingsfunktionen G,,(s) = C(sI — A + BK) ™' Bk,.
Den stationéra forstarkningen dr 1 om

G,-(0) = C(—A+ BK) ™ 'Bk, = %kr =1

vilket ger k&, = 32/3.

b. Enligt tumregeln ska observerarpolerna véljas 1.5-2 ggr snabbare an tillstandsa-
terkopplingen. Valj t.ex. att placera Kalmanfiltrets poler pa dubbla avstandet fran
origo, vilket leder till foljande karaktéristiska polynom:

(s + 8+ 8i)(s + 8 — 8i) = s* + 165 + 128
Kalmanfiltrets karaktaristiska polynom ges av

s+ 0.5 ll

det(sI —(A—LC)) = 1 s+l

’ =52+ (0.5 4 15)s + 0.515 + 1,

Identifiering av koefficienter ger

120.25
L= [ 15.5 ]
5.10
a. Fran blockschemat ser vi att
1
X =-K,U
s
1
Xo=Ko— X4
s
1
X;=-X,
s
vilket ger
.’)2?1 = Klu
xo = Kaox;
X3 = X2
Yy =3
PAa matrisform far vi da
0O 0 O K
x=]|Kys 0 O|lx+]0]u
0 1 0 0
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b. Styrlagen ges av
u==*Fk,—Kx
Slutna systemet blir
%= Ax+ B(k,r — Kx) = (A— BK)x + Bk,r

Polerna till det slutna systemet ges av egenvérdena till A — BK dvs rétterna till
slutna systemets karakteristiska ekvation:

s+ Klkl Klkz K1k3
det(s — (A — BK)) = det —-K, s 0
0 -1 s

=s° + Klklsz + K1Kokos + K1Koks =0
Alla polerna i —0.5 innebar att den karakteristiska ekvationen skall se ut som
(s +0.5)> = s + 1.55% +0.755 + 0.125 = 0

Man far direkt féljande 16sning:

1.5
By= 2
=K

0.75
ko =
7 KiK,
L. _ 0125
7 KiK;

5.11 Det utvidgade systemet blir
da [ _(a o) [ B 0] _
at |2 = lc o) [2] T lo)¥T(1)"7

X3 X3

0 1 0 X1 0 0

0 0 0 xe| + |1l u+ |0

-1 0 O X3 0 1

Vi ska finna K, = [kl ko k3] sa att

r=A.x,+ B.u+ B,r

det(sI — (A, — B.K,)) = (s + a)(s* + 2¢ ws + w?)
Inséattning av A,, B, och K, i uttrycket ovan ger
34 kos® + ks — k3 =5° 4 (a + 2Cw)s® + (w? + 20 wa)s + aw®
Identifiering av koefficienter ger nu

ki = w® 4+ 2(wa
ko =a+2(w

ks = —aw?

T
5.12  Skattningsfelet & uppfyller ¥ = (A — LC)%. dar L = [l 1 lg] . Den kar. ekv. for
skattningsfelet blir

det(sI — (A—LC))=s*+ (4 +1s)s+11+25+3=0

Onskad kar. ekv. ar
(s+4)2=5>+8+16=0

Identifiering av koefficienter ger [; = 5, [ = 4.
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5.13 a. Slutna systemets karakteristiska ekvation ges av

s+4+k1 3+ka

det(sI — (A — BK)) = _1 s

s+ (4+k1)s+3+ky=0

Onskade karaktiristiska ekvationen ar
(s+4)2=s"+8+16=0
vilket ger k1 = 4 och k9 = 13. Styrlagen blir

u = —k1x1 — kzﬁCQ = —4361 — 13.%‘2

b. Tillstanden skall skattas med ett Kalmanfilter, dvs

di
or _ A%+ Bu+ L(y — C#%)
dt
For x galler
dx
— =(A-LC)x
77 = ( )&
Bestam L si att matrisen A — LC far alla egenvirden A = —6.

det(Al — A+ LC) =A%+ (44114 312)A+ 3+ 311+ 91,
=(A+6)> =A%+ 121+ 36

Identifiera koefficienterna och 16s ut I; och /s:

4411 +3ly =12 N [1+3l,=8
3+3l;+9l, =236 l1+3l, =11

Ekvationssystemet saknar 16sning, se kommentar nedan.

c. Tillstanden skall skattas med ett Kalmanfilter, dar egenvirdena till A — LC skall
valjas sa att

A2+ (4+1+8l)A+3+3l1+9=(A+3)2 =42 +64+9

Identifiera koefficienterna och 16s ut 77 och /.

441, +3l,=6 l1+3ls =2
3+3l1+9,=9 I1+38l,=2

Salunda bara en ekvation kvar, vilket medfor att det finns oandligt manga 16s-
ningar, t.ex. [y = 2,1y =0, eller [y = 0, [ = 2 osv.

Nackdelen med detta val av observerarpoler ar att skattningen ar langsammare an
slutna systemet. Detta paverkar inte systemets reaktion pa borvardesandringar,
vilken bestdms av det slutna systemets poler. Reaktionen pa processstérningar
blir emellertid 1angsammare, beroende pa observerarens troghet.

Kommentar
En kontroll av observerbarheten visar att
C 1 3
det W, = ‘CA‘ =11 _3 =0
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dvs systemet ar inte observerbart. Berdkning av éverforingsfunktionen ger att

s+3 1
s2+4s+3 s+1

G(s)=C(sI — A)'B=

Egenvirdet i —3 svarar mot ett icke-observerbart tillstand. Systemet ar daremot
styrbart, vilket foljer av att systemet ar realiserat pa styrbar kanonisk form. Man
kan skriva karakteristiska ekvationen till A — LC som

det(Al — A+ LC) = (A+3)(A+ 1 +3ly + 1)

Det betyder att ett Kalmanfilter méaste skatta det icke-observerbara tillstdndet med
dess egen hastighet, dvs (minst) ett av egenvirdena till A — LC méste placeras
i —3. Detta forklarar varfor man misslyckas med att berdkna Kalmanfiltret da
egenvardena skall placeras i —6, men lyckas da de placeras i —3. Notera att i
fall av denna typ blir resultatet att det antingen inte existerar nagon l6sning L
till Kalmanfiltret, eller s& finns det oandligt manga. D4 systemet &r observerbart
finns en entydig 16sning L till Kalmanfiltret.



Losningar till 6vningsexemplen 6

Designmetoder

6.1 a. Regulatorns frekvensfunktion ges av

6.2

Gr(iw) = K(l +i(wTq — wlTi))

Forstarkningen och fasvridningen for en viss frekvens w fas direkt ur regulatorns
amplitudfunktion A(w) resp. dess fasfunktion ¢(w):

A(w) = |Gr(iw)| = K\/l + (wTy — a)Tl-)z
#(w) = arg G (iw) = arctan(wTy — wlTL)

. Amplitudfunktionen A(w) har ett unikt minimum da Im A(iw) = 0 vilket innebér

att
1

Wi =
T VTT,
Vid denna frekvens blir forstarkningen resp. fasvridningen
A(wmin) = K
$(wmin) =0
Lagg marke till att fasvridningen &ar negativ for w < wnin (fasretardation) och
positiv for w > wni, (fasavancering).

. Den graa amplitudkurvan ar identisk med den nominella (svarta) forutom att den

ar héjd med en faktor 4. Detta dr siledes fallet da K fyrdubblats. Observera att
den graa faskurvan inte syns i diagrammet eftersom den sammanfaller med den
heldragna svarta faskurvan. Den prickade amplitudkurvan avviker fran den no-
minella (heldragna) kurvan vid laga frekvenser for vilka den &r lagre. Detta tyder
pa att T; har okats sa att lagfrekvensforstarkningen har minskats. Lagg marke till
att faskurvan samtidigt har hojts for lagre frekvenser. Den sista (streckade) kur-
van maste uppenbarligen motsvara det fall da T; okats vilket stimmer eftersom
forstarkningen har hojts med en faktor 4 vid hoga frekvenser. Aven i detta fall kan
man se en viss fasavancering fast for nagot hogre frekvenser.

Det graa stegsvaret dr snabbare och samre dampat 4n det nominella (svarta
heldragna) stegsvaret. Detta ar typiskt for en hojning av forstarkningen K. Mot-
svarande Bode-diagram visar mycket riktigt ocksé att skarfrekvensen w. har ékat
(snabbare) samtidigt som fasmarginalen minskat (samre dampat). I det prickade
stegsvaret upptrader en langsam drift, bade i referenssvaret och i lastsvaret. Ob-
servera referenssvarets relativt snabba uppgang till ca 0.8 varefter en langsam
insviangning mot 1 tar vid. Detta méste bero pa att integralverkan har minskat.
Integraltiden T; har saledes okats i detta fall. Motsvarande Bode-diagram visar
att w. ar vasentligen oférandrad. Detta motsvaras i stegsvaret av att forsta de-
len har ungefiar samma snabbhet som i det nominella fallet medan det darpa
foljande langsamma forloppet motsvaras av den minskade forstarkningen vid 1a-
ga frekvenser. Det sista (streckade) stegsvaret svarar tydligen mot en 6kning av
derivatatiden T,;. Referenssvaret har en snabb uppgang i borjan med en darpa
foljande langsammare insvingning. Detta motsvaras i Bode-diagrammet av att
forstarkningen okat for hoga frekvenser men &r ofériandrad for laga frekvenser.
Lastsvaret dr nagot 1dangsammare och mer ddmpat 4n i det nominella fallet.
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6.3

6.4

100

b. Den graa amplitudkurvan ar sankt med en faktor 2 i forhallande till den nominella

svarta, vilket motsvaras av minskning av K. Den graa faskurvan sammanfaller
déarfor med den nominella (svarta) faskurvan. Den prickade amplitudkurvan har
hojts for laga frekvenser dvs T; har minskats. Den streckade amplitudkurvan har
sankts vid hoga frekvenser dvs T; har minskat.

Det graa stegsvaret ar langsammare och mer dampat 4n det nominella. Detta mas-
te tyda pa att K minskats eftersom varken en minskning av 7; eller en minskning
av Ty skulle ge ett mer dampat stegsvar. Detta bekriaftas mha Bodediagrammen
av att det enda fall d4 w, minskat 4r d& K minskats. Det ar ocksa enda fallet d&
fasmarginalen okat. Det tva aterstdende stegsvaren ar bada samre dampade &n
det nominella stegsvaret. For att kunna avgora vilket av dessa stegsvar som svarar
mot en minskning av T; far vi titta pa motsvarande Bode-diagram (det prickade).
Detta visar att skarfrekvensen w. har 6kat nagot jamfort med den nominella. Det
streckade Bode-diagrammet visar daremot att minskningen av T; inte har dndrat
pa w.. Det prickade stegsvaret 4r nigot snabbare i bérjan dn vad det nominella
(heldragna svarta) stegsvaret dr medan det streckade ar ungefdar lika snabbt i
borjan som det nominella. Detta innebér att det prickade stegsvaret svarar mot
en minskning av 7; medan det streckade svarar mot minskningen av 7Ty.

Processens overfoéringsfunktion ges av

. C
~ Js+ D

Gp

Pl-regulatorns overforingsfunktion ges av

1
=K|1
Gr < +STi)

Slutna systemets overforingsfunktion G.; ges av

GrGp

Gyg=— - —+
o 1+ GrGp
Det karaktaristiska polynomet ges av namnaren till G.; och ar

@2, DH+CK | CK
J JT,

Det 6nskade karakteristiska polynomet ar
s* + 2Cws + w?
Identifiering av koefficienter ger

{ 2(wd—D
- Cc _

T. 2{wJ—D

i= -

w2J

Processens overforingsfunktion Gp ges av:

k;

= = ———
®=Gr Js2 + Ds

PID-regulatorns overforingsfunktion Gg ges av:

S1;

1
= Ga(@ny — 0) = K (14 - +5T1) (0~ ©)

dar O,.r ar Laplacetransformen av referensvirdet for 6. Slutna systemets 6verfo-
ringsfunktion G ges av

GrGp

0 = G®ref = 41 i GRGP ref



6.5

6.6

Lésningar till ovningsexemplen 6. Designmetoder

Det karaktaristiska polynomet ges av ndmnaren till G och ar

D+ KkE;Ty Kk, Kk,
3 i 2 i i
s” + 7 s°+ 7 s+ JT,

Vi vill ha
(s + @)(s® + 2Cws + w?) = 8% + (a + 2¢w)s® + 2alw + w?)s + aw?
Identifiering av koefficienter ger ekvationerna

D+Kk Ty __

Kk _ 2
7 =20lw + w
Kk _ . 2
T = ow

varur man kan berdkna de sokta regulatorparametrarna:

K = %(20{(1} + w?)

_ 2« 1
Ti=4 jga DJJ
_ a+2(w—
Ty = 2af wtw?

. Regulatorns overforingsfunktion ar

Gr(S)=K(1+siTi)=(1+%)=S+1

S

Lagfrekvensasymptoten blir

1
G,(s) ~ 5

dvs beloppskurvan ar en rit linje med lutning = -1, och argG,(iw) = —90°. Vid
brytfrekvensen wp = 1 bryter beloppskurvan uppét till lutningen 0.

Hogfrekvensasymptoten &r G,(s) ~ 1 med |G,(iw)| = 1, dvs lutningen = 0, och
arg G,(iw) = 0. Motsvarande Bodediagram visas i figur S6.1.

. Regulatorns 6verforingsfunktion ar

Go(s)=K(1+Tys)=1+s

Lagfrekvensasymptoten blir G,(s) ~ 1, dvs beloppskurvan ar en rit linje med
beloppet 1 och lutningen = 0, och faskurvan arg G, (iw) = 0°. Vid brytfrekvensen
wp = 1 bryter beloppskurvan uppat till lutningen +1.

Hogfrekvensasymptoten ar G,(s) ~ s, dvs beloppskurvan har lutningen +1 och
faskurvan arg G,(iw) = +90°. Motsvarande Bodediagram visas i figur S6.2.

Vid Ziegler-Nichols sjadlvsviangningsmetod genereras en svangning vid den frekvens
wyo dar processens fasvridning dr —180°. Denna frekvens ges av

—2arctan 20wy — Ywg = —7t

Numerisk 16sning ger att wg ~ 0.1 rad/s.

Processens forstarkning vid wg ar

1
——— =02
1+ 20%wj
Den kritiska forstarkningen K, blir
1
K.=—=5
0.2
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Figur S6.1 Bodediagram for PI-regulator med K =1och T; =1

och periodtiden ar

Regulatorparametrarna blir

K =0.45K, = 2.25
T, =T,/12 =53

6.7

a. Laplacetransform av Martins dynamik ger

1 1
——X+—U
30> " 15

Y=X

sX =

och overforingsfunktionen Y = GpU kan bestammas till

2
T 80s+1

Processen regleras med en Pl-regulator, U = Gg(R — Y) dar

Tis+1
Tis

Gp

1
Gr=K(1+ —)=K
R (+Tis)

I uppgiften ska regulatorparametrarna K och T; bestimmas si att det slutna
systemets overforingsfunktion Y = G, R har sina poler i —0.1. Overforingsfunk-
tionen fran R till Y ar

Tis+1 2
G — GpGpg _ T;s 30s +1
4T 14 GpGr .
+ GpGr 1_'_KTLS-I—l. 2
T;s 30s+1
K(Tis +1)2

Tis(30s + 1) + K(T;s + 1)2
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10% |

10! |

Forstarkning

10° i

45 |- .

Fas[grad]

| [ | | [ | | [ | | [ |
1072 2 5 1071 2 5 100 2 5 10t 2 5 102
Frekvens[rad/s]

Figur S6.2 Bodediagram for PD-regulator med K =1och T, =1

vars ndmnarpolynom har samma rotter som

2 2K+l K
30 T,15

Man vill att dessa rotter ska vara —0.1 det vill siga de samma som for
(s +0.1)> =% +0.25s + 0.01

Det blir dom om koefficienterna for polynomen ar de samma och féljande géller

2K
+1:0.2
30
K
=0.01
T.15 0.0

vilket medfor att regulatorparamtrarna blir

K =25
T, =16.7

. Med Ziegler-Nichols frekvensmetod gor man ett experiment ddr man aterkopp-
lar processen med en P-regulator. Sedan 6kar man forstarkningen tills systemet
borjar sjalvsvanga. Man kan ténka sig att Bodediagrammet ar ritat for kretso-
verforingsfunktionen nar man anvinder en P-regulator med forstarkningen satt
till 1. Nar man okar forstarkningen kommer forstarkningskurvan i Bodediagram-
met att flyttas uppat och faskurvan kommer inte att paverkas. Systemet kommer
att sjalvsvanga nér fasmarginalen blivit 0. I figuren ses att detta intraffar nir
skarfrekvensen ar 0.3rad/s eftersom faskurvan skir —180° i denna punkt, det
ar med denna vinkelfrekvens systemet kommer att sjalvsvinga. For denna vin-
kelfrekvens kan amplituden avlasas till 0.2. Det behovs alltsa en forstarkning pa
5 for att systemet ska sjalvsvianga. Enligt formelsammlingen blir PI-regulatorns
parametrar
K =0.45K,

T, = Ty/1.2
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dar K, ar forstarkningen och T periodtiden hos sjédlvsvangningen. Med

Koy=5
27t

T, = ==~ =20.9
°~ 0.3

far man regulatorparametrarna K = 2.25 och T; = 17.4.

6.8 Se fig. S6.3.

y() A
1 “ ~
1 /y—o.ess
0.5+ |
I |
I |
0 —F————t—+—+—+—+—+——=
T 2 4 6 8 10 t

Figur S6.3 Stegsvar for systemet i uppgift 6.8 med nagra intressanta linjer inlagda

Ziegler-Nichols stegsvarsmetod: Med sedvanliga beteckningar erhalles a = 0.4
och b = 1.1. Regulatorparametrarna blir K = 1.2/a = 3, T; = 2b = 2.2 och
Ty =b/2 =0.55.

Ziegler-Nichols sjalvsvdngningsmetod: Nyquistkurvan skar negativa reella axeln i
punkten —0.4 d& w = 1.3, vilket ger T = 27r/w = 4.8 och Ky = 2.5. Regulatorpa-
rametrarna blir K = 0.6K, = 1.5, T; = Ty/2 = 2.4 och Ty = Ty/8 = 0.6.
Lambdametoden: Genom att dra tangenten till stegsvaret far man en uppskatt-
ning av dédtiden, L ~ 1.1s. Stegsvaret har natt upp till 63% av sitt slutvarde efter
ungefar 2.7s. Tidskonstanten blir darfor T = 2.7 — 1.1 = 1.6s. Statiska forstark-
ningen blir Kp = 1. Med A = T blir regulatorparametrarna for PI-regulatorn

1 T
=———=~06
K,L+ 4
T, =T = 1.6s
For en PID-regulator blir parametrarna
K=iL/2+T _
K,L/2+ A
T,=T+L/2=2.15s
_TL 04
1T Lyer

6.9 a. Systemets stegsvar visas i figur S6.4.
Ur figuren avlaser vi (med sedvanliga beteckningar) a = b = 1. Detta ger regula-
torparametrarna K =1.2/a =12, T; =2b=2och T; =b/2 = 0.5.
b. Sjalvsvingningens frekvens bestims av arg G(iwg) = —arctanwy — wy = —.
Numerisk 16sning ger wq ~ 2.03, varfor T = 27t/wy = 3.1.

Vidare ar Ko = 1/|G(iwo)| = 2.26, vilket ger regulatorparametrarna K = 1.4,
T, = 1.5 och T; = 0.39.
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y(&) A

0.5 |

0 5 10 ¢

Figur S6.4 Stegsvar for G(s) = e~ /(s + 1).

c. Ur stegsvaret i a-uppgiften far vi processparametrarna Kp =1, L=1o0ch T = 1.

Det ger regulatorparametrarna

_ 1 L/)24T _
K, L/2+A
T,=T+L/2=15
TL
Ty = ~ 0.33
‘T L+2T

6.10 a. Figuren tillater ingen storre noggrannhet. Drag tangenten till stegsvaret dar

6.11

derivatan dr som storst, och studera skidrningarna mellan tangenten och respektive
koordinataxel. Parametern a ges av strackan mellan 0 och skdrningen med den
vertikala axeln, och parametern b ges av striackan mellan 0 och skidrningen med
den horisontella axeln. I vart exempel blir a = 0.65 och b = 4. Ur tabellen fas
foljande regulatorparametrar: K = 1.9, T; = 8 och T; = 2.

y() &
1

0.5 1

20 30 40

~

—0.5 1

b. Den kritiska forstarkningen K. ar den forstarkning som gor att Nyquistkurvan

gir genom punkten -1. I vart fall ar K. = 1/0.55 = 1.8. Kritiska periodtiden
To svarar mot frekvensen vid punkten ’0’, d.v.s. Ty = 27r/w = 14.6. Detta ger
regulatorparametrarna: K = 1.1, T; = 7.3 och T; = 1.8.

. K ar mindre i den sista metoden &n i Ziegler-Nichols metoder.

Allmint géller att for att w, skall 6ka maste |Gg(iw.)| > 1

A Systemets snabbhet okar, men samtidigt forsamras dess robusthet eftersom
fasmarginalen minskar.
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6.12

106

B |Gk| < 1 for alla w, varfor skarfrekvensen och snabbheten minskar.
C Enligt B

D |Gk| =1 for alla w, varfor skdrfrekvensen blir oférandrad.

Systemet dr aterkopplat med en proportionell regulator. Genom att lagga till en
kompenseringslank vill man minska det aterkopplade systemets rampfel en fak-
tor 10. Samtidigt accepterar man en liten forsdmring av robusthetsegenskaperna
(minskad fasmarginal) vilket innebér en viss forsdmring av de transienta egen-
skaperna.

Rampfelet kan vi paverka genom att inféra en fasretarderande lank,

s+a

Gr(s) = MsM +a

Under férutsittning att systemet ar stabilt blir rampfelet da

1 1
Him e(t) = limsE(s) = lims - T 56 m) 52
(sM +a)(s+1)(s+2) 2

20 s(sM+a)(s+1)(s+2)+ KM(s +a) KM

Genom att valja M = 10 (K = 1) reduceras rampfelet till 0.2.

Nu aterstar att valja vardet pa a. Den fasretarderande lanken innebér en fasforlust
i kretsoverforingen. Fasforlusten ar kraftigast omkring frekvensen w = a/ VM. For
att det aterkopplade systemets transienta egenskaper inte skall forsamras alltfor
mycket, méste a viljas sa att fasen omkring skarfrekvensen inte paverkas. Detta
kan uppnas genom att vilja a tillrackligt litet. Viljs daremot o alltfor litet tar
det lang tid for rampfelet att minska till vardet 0.2. Lat w. beteckna det okom-
penserade systemets skarfrekvens. Vid denna frekvens ger kompenseringslanken
fasbidraget

, w
arg G4 (iw.) = arctan — — arctan
a a

En enkel tumregel ar att vilja a = 0.1w,.. I vart exempel innebar det att kompen-
seringslanken ger en fasvridning pa

arg G (iw.) = arctan 10 — arctan 100 ~ —5.1°

Skarfrekvensen kan berdknas numeriskt enligt

1

=1
we/1+ w?\ /4 + w?

|Gp(iwe)| =

vilket ger w. ~ 0.4.

Kompenseringslanken blir da

s+ 0.04 s+ 0.04
k() 10s + 0.04 _ s+ 0.004

I figur S6.5 visas Bode-diagrammet for dels det oppna okompenserade systemet
KGp(s) och dels for det 6ppna kompenserade systemet KGy(s)Gp(s).

Kompenseringslanken forandrar systemets transienta egenskaper. I figur S6.6
ser vi hur stegsvarets overslang okat jamfort med det okompenserade systemet.
Aven 16sningstiden har 6kat, delvis beroende p& den langsamma mod som ingér i
kompenseringslanken.

Motivet for att infora kompenseringsldnken var att minska rampfelet. I figur S6.7
visas felet e = r — y hos det okompenserade och det kompenserade systemet da
referensvirdet r = t. Som framgar av figuren uppfyller det kompenserade systemet
kravet att rampfelet skall vara mindre an 0.2.
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10* | :

100

Forstarkning

0.01

—90 I+ ]

—180 |- 5

Fas[grad]
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Figur S6.5 Bode-diagram for det 6ppna okompenserade systemet (svart linje) och for det
oppna kompenserade systemet (gra linje) i problem 6.12. I bada fallen ar K = 1.

y(8) A
15 |

0.5 |

0 : : —
0 10 20 30 ¢

Figur S6.6 Stegsvar hos det slutna okompenserade systemet (svart linje) och det kompen-
serade (gra linje) systemet i problem 6.12.

6.13 Anvind en fasavancerande kompenseringslank

s+b

Gi(s) = KN =N

Det okompenserade systemets skarfrekvens w, kan avldsas ur Bodediagrammet i
figur S6.8. Man kan &ven bestamma w. ur ekvationen

11
|Gp(iw)| = ———= =1

wWe/wE+1

Detta ger w. = 0.84. Den nya skéarfrekvensen véljs till w; = 1.68. Det okompense-
rade systemet har vid frekvensen w, fasforskjutingen

arg Gp(iw.) = —90° — arctan(0.84) = —130°
For att fasmarginalen ej skall minska méaste det gilla att

arg(Gi(iw;)Gp(iw;)) > argGp(iw,.)
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Figur S6.7 Rampfel hos det slutna okompenserade systemet (heldragen linje) och det kom-
penserade (streckad linje) systemet i problem 6.12.
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Figur S6.8 Bode-diagram for det 6ppna okompenserade systemet (svart linje) och for det
6ppna kompenserade systemet (gra linje) i problem 6.13.

Vi har
arg Gp(iw)) = —90° — arctan(1.68) = —149°

For kompenseringslanken maste det da gilla att
arg G(iw)) > 19°

Ur formelsamlingen finner vi att N = 2 duger. Kompenseringsldnken har maximal
fasforskjutning vid frekvensen b/ N. Detta skall intraffa vid den nya skarfrekven-
sen, dvs

we

VN

Valj nu K sa att w verkligen blir skiarfrekvens (observera att |Gy, (iw})| = Kv/N):

=12

w'=bVN = b=

|Gr(iw;)Gp(iw;)|=1 = K=21
Vi far alltsa kompenseringslanken

s+ 1.2
s+24

Gk(s) =42
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Figur S6.9 Stegsvar hos det slutna okompenserade (svart linje) och det kompenserade (gra
linje) systemet i problem 6.13.

6.14

I figur S6.8 visas Bodediagrammet for det 6ppna okompenserade systemet Gp(s)
och for det 6ppna kompenserade systemet G(s)Gp(s). Figur S6.9 visar stegsvaret
hos det okompenserade och det kompenserade systemet.

Vi ska bestdamma en fasavancerande lank

s+b
s+ bN

Gk(s) = KK -N

Specifikationerna innebar att lagfrekvensforstiarkningen inte far minska (ty da
okar de stationéra felen), skarfrekvensen skall bli 3 gadnger hogre och fasmargina-
len skall vara oforéndrad.

Det kompenserade systemet har kretsoverforingen

s+b 1
s+bN s(s+1)(s+2)

Go(s) = Gr(s)G1(s) = Kx - N

Bodediagrammet for G; visas i figur S6.10. Ur detta, eller frin numeriska be-
rakningar, erhalles w, = 0.45 rad/s och fasmarginalen ¢,, = 53°. Den nya skar-

10!

10°

1071

Forstarkning

=
o
b

—
o
&

—180 |- ]

Fas[grad]

—270 |- ]

| | | | | |
107! 2 5 10° 2 5 10t
Frekvens[rad/s]

Figur S6.10 Bodediagram for okompenserat system G; (svart linje) och kompenserat system
GG, (gra linje) i problem 6.14.

frekvensen skall da vara w, = 3 - w, = 1.35 rad/s med oférandrad fasmarginal.
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Numeriska berdkningar ger att arg G;(iw}) ~ —180°. Darfor maste faskurvan
hojas ungefar 50° av Gy.

Ur diagram i formelsamlingen erhalles att N = 8 ger en maximal fasokning pé ca
50°. Fasokningen &r maximal vid frekvensen bv N = w;, vilket ger b = 0.48. Vid
den nya skarfrekvensen w; skall forstarkningen vara 1, dvs

|Gr(iw;)] - 1Gr(iw; )] = 1

Kompenseringslankens belopp ges av |Gy (iw;)| = Kx+/N. Numeriska berakningar
ger processens belopp |G1(iw})| = 0.183. Detta ger

1
=——=19
VN -0.183

Stegsvaret for det okompenserade respektive kompenserade systemet visas i figur
S6.11, och rampsvaret visas i figur S6.12. Eftersom Kx > 1 blir de stationéra felen

Kk

y() &

. VAN

0.5 |

0 : : : : -
0 5 10 15 20 t

Figur S6.11 Stegsvar for slutet okompenserat (heldragen kurva) och kompenserat system
(streckad kurva) i problem 6.14.

y() &
10 |

8 |

~

Figur S6.12 Rampsvar for slutet okompenserat system (heldragen kurva) respektive kom-
penserat system (streckad kurva) i problem 6.14.

mindre &n tidigare, s&4 dessa specifikationer ar uppfyllda.

6.15  Bodediagrammet for G,(s) (jfr figur S6.13) ger ¢,, = 20°, w. = 0.7 rad/s. Ofor-
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andrad snabbhet innebar att skarfrekvensen ej skall 4ndras av kompenseringen.
Vi behover alltsa ett fastillskott pa Agp = 30° vid w = w. = 0.7 rad/s. Anvéand en
fasavancerande kompensering:

s+b

Gk(s) = KNS+bN
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Figur S6.13 Bodediagram for G,(s) i problem 6.15.

1. Typkurvor i formelsamlingen ger N = 3.

- _ 0.7 __
2. bW/N =w, = b= =0.40

1
3. |Gr(iw.)G,(iw,)| = KvVN =1 ger K= —— = 0.58
|G (iwe)Go(iw)| = KV g Ve
Kompenseringsléanken blir alltsa
s+ 0.4
Gr(s) =0.58 - 33 12

Eftersom det slutna systemet ar stabilt ges det stationéra felet av

1 R(s) = s(s +0.5)(s + 3)(s + bN)
1+ GiG, ~ s(s+0.5)(s+3)(s +bN) + 2KN(s +b)

E(s) = R(s)

Med R(s) = 1/s? blir det stationéra rampfelet

1.5
limsE(s) = — =1
limsE(s) = g =13
vilket uppfyller specifikationen. Figur S6.14 visar stegsvaret hos systemet fore och
efter kompensering. Rampfelet visas i figur S6.15. Att rampfelet blir storre efter
kompensering beror pa att K < 1.

Vi vet att fasretarderande kompensering dimensionerad enligt tumreglerna kom-
mer att minska fasmarginalen med ungefar 6°, vilket ger en viss forsamring av
robustheten. For att inte fa for stor oversldng hos det kompenserade systemet
borjar vi med att minska forstidrkningen hos processen for att pa si sitt oka
fasmarginalen.

Ur Bodediagrammet for processen (jfr figur S6.16) utlaser vi att vid skarfrekvensen
w. = 0.7 har G; en fasvridning p& —133°. Vid frekvensen w = 0.6 ar fasvridning-
en —133° + 6° = —127° och forstarkningen |G;(w})| = 1.2.

Genom att minska kretsforstarkningen 1.2 ganger far vi alltsi en ny skarfrekvens
w; och 6° storre fasmarginal. Eftersom vi inte kan péaverka forstarkningen i pro-
cessen direkt, véljer vi att sdtta K = 1/1.2 = 0.83 i kompensatorn vilket ger
samma verkan.
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Figur S6.14 Stegsvar hos det slutna okompenserade (svart linje) och kompenserade syste-
met (gra linje) i problem 6.15.
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Figur S6.15 Rampfel hos det slutna okompenserade (svart linje) och kompenserade syste-
met (gra linje) i problem 6.15.

Huvudproblemet dr att minska stationdra rampfelet till e; < 0.1. Slutvirdesteo-

remet ger
() = 1 sU () ;7
=11 _— =
A = R YT Gu(s)Gas)
2
lims L (s +a/M)s(s? + 2s + 2) __ 2 <01
s>0 s2(s+a/M)s(s®2+2s+2)+1.5K(s+a) 1.5KM

vilket ger M > 16. Valj M = 16. Enligt tumregeln valjer vi ¢ = 0.1w; = 0.06. Den

valda kompenseringen blir alltsa

s+ 0.06

Gils) = 0.83 — 00375

Figur S6.17 visar stegsvaret fore och efter kompensering. Rampfelet hos det slutna

omkompenserade och kompenserade systemet visas i figur S6.18.

Kommentar:

Eftersom vi har minskat kretsforstarkningen far vi en minskad skéarfrekvens och
darmed ett nagot langsammare system. I Fig. S6.17 lagger man speciellt marke
till den langsamma mod som upptrader vid insviangningen. Denna beror pa den
langsamma polen i regulatorn i kombination med den laga forstarkningen. Stig-
tiden och och dampningen ar emellertid i stort sett ofériandrade. Ett alternativ
till att minska kretsforstarkningen for att klara fasmarginalen &r att infora en

fasavancerande kompensering.
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Figur S6.16 Bodediagram for det 6ppna okompenserade systemet (svart linje) och for det
oppna kompenserade systemet (gra linje) i problem 6.16.
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Figur S6.17 Stegsvar for det slutna okompenserade (svart linje) respektive kompenserade
systemet (gra linje) i problem 6.16.

e(t)
2 1

15 |

0.5 1

0 : : : : : : : —
0 10 20 30 40 50 60 70 80

~

Figur S6.18 Rampfel for det slutna okompenserade (svart linje) och kompenserade (gra
linje) systemet i problem 6.16.
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Regulatorstrukturer

71 Storningen d har uppenbarligen ingen inverkan om

1
Gi(s)H(s)+1=0 <& H(s) &)
For att vara en praktiskt anviandbar styrlag kraver detta att storningen kan
matas, att modellen G1(s) av virmepannan och elementet beskriver verkligheten
bra, och att den inversa overforingsfunktionen 1/G1(s) &r praktiskt realiserbar.
Detta innebar att H(s) ej far innehélla nagon derivering av signalen d, d.v.s. att
taljarpolynomets gradtal inte far vara hégre &n namnarpolynomets.

Realiseringen av H(s) kan &ven vara problematisk om G1(s) inte dr stabilt inver-
terbar (dvs att inversen ar instabil, vilket &r samma sak som nollstéllen i hoger
halvplan). Vidare kan vi inte invertera processer med lagpasskaraktiar mer dn vid
laga frekvenser, och tidsfordrojningar kan vi ju naturligtvis inte invertera.

7.2 Ett blockschema for systemet visas i figur S7.1. Massbalans for tanken ger

Framkoppling

v
GF -

-1

P-regulator Ventil Tank
Pre h
! K “=] a. Gr -

—1 |-

Figur S7.1 Blockschema for nivareglersystem i problem 7.2.

dh
AE = x(t) —v(t)

Laplacetransformation ger (A = 1 m?2):
1

H(s) = _(X(s) = V(s))
Tankens 6verforingsfunktion ar alltsa

Gr(s) = %

a. Det slutna systemets 6verforingsfunktion fran A, till 4 blir

_ GrGyK K
T 14+ GrGvK  05s2+s+ K

G(s)

114



Lésningar till ovningsexemplen 7. Regulatorstrukturer

Karakteristiska polynomet blir:
s® +2s + 2K
Det 6nskade karakteristiska polynomet ar:

(s + w)? = 5% 4 2ws + w?

{(u:l
K=1

Overforingsfunktionen mellan v(¢) och A(t) ges av

Identifiering av koefficienter ger

Gr 1+ 0.5s

H(s)= —— 9T y(s)=___ —1T958
)= 1TrGeE ' ® = saros & ©
Om v(¢) ar ett steg med storleken 0.1 blir V(s) = 0.1/s. Slutvirdesteoremet ger

0.1

h(c0) = 11_1}1(}3H(s) =—%

Gransvardet existerar och slutviardesteoremet far anviandas eftersom namnarpo-
lynomet i sH(s) dr av andra ordningen och har positiva koefficienter.

. En Pl-regulator har éverféringsfunktionen
Gr(s)=K(1+ L )
s) = —
R ST,

Det slutna systemets overforingsfunktion blir

G(S) _ GrGvGg _ K(l + STL)
14+ GrGyGg  s(1+0.58)sT; + K(1 +sT))

Karakteristiska polynomet blir:

2K
s+ 252+ 2Ks + T
i

Det 6nskade karakteristiska polynomet ar:
(s + w)? = s* + 3ws® + 3w?s + w?

Identifiering av koefficienter ger

— 2
w =3
— 2
K 3
_ 9
Ti=3

. Sambandet mellan storflodet v och nivan h ges av

_ Gr(GvGr —1)

H(S) o1+ GrGyGg V(S)

For att eliminera inverkan av v skall vi alltsa valja

1
Gr(s) == =1+0.5s
F(s) Gy
Notera att detta ar den ideala framkopplingen, men att den inte gar att realisera.
Antingen far man stryka derivatatermen eller sa far man infora ett lagpassfilter
sa att hogfrekvensforstarkningen begréansas.
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7.3

7.4

7.5

116

Det slutna systemet har 6verforingsfunktionen

(GR + Kf)Gp _ (K+Kf)S+K/Ti
1+GpGr 2+ (3+K)s+K/T;

a. Det slutna systemets karakteristiska ekvation ar

s>+ B8+ K)s+ K/T; =0
Onskad karakteristisk ekvation:
(s+2—2i)(s+2+2)=s>+45+8=0

Identifiering av koefficienter ger K =1 och T; = 1/8.

. Framkopplingen K; paverkar det slutna systemets nollstille men ej dess poler.

Man kan placera polerna mha regulatorn G sa att god reglering av stérningar
erhélles, jfr uppgift a ovan. Med Ky kan man sedan flytta nollstéllet si att t.ex.
stegsvaret vid borvardesandringar far onskad 6verslang. Nollstéllet hos det slutna
systemet elimineras genom att vélja Ky = —K. Med polplaceringen i uppgift a,
som motsvarar en relativ ddmpning ¢ = 1/v/2 ~ 0.7, far det slutna systemet da
en overslang pa c:a 5%.

Blockschemat i uppgift 7.3 kan ritas om enligt figur S7.2. Genom att jamfora med

-| &,

Figur S7.2 Modifierat blockschema for uppgift 7.3.

blockschemat i uppgift 7.3 ser vi att Hyp = H + Ky och Hy, = H. Observera att
genom att manipulera med K, sa har vi méjlighet att neutralisera derivering i
H, dvs att astadkomma en reglering som deriverar pa utsignalen, men inte pa
referensvardet.

Systemet har tre insignaler: Referensvardet y, och de tva storningarna vy och vs.
Overforingsfunktionerna mellan dessa tre insignaler och utsignalen y ges av:
G1G2GRr1G G.G
y = 1G2GR1GR2 Y. + 1G2 Vi
14+ G1Gg1 + G1G2GRr1Gre 14+ G1Gr1 + G1G2GRr1GR2

(14 G1GRr1)Gs
1+ G1GRr1 + G1G2GRr1GRa ?

Lat oss kalla de tre éverforingsfunktionerna G,,, G, respektive G,z. Det basta vore
om Gy, = 1 och G,; = G2 = 0 for alla frekvenser. Det kan vi inte uppné. Daremot
kan vi se till att detta giller stationért, d.v.s. niar s = 0. For en P-regulator giller
att Gr(0) = K, dar K ar regulatorns forstarkning. For en PI-regulator géller att
GR (0) = Q.
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Overforingsfunktionen G,, blir 1 om G g ir en PI-regulator. Overforingsfunktionen
G,1 blir 0 om nigon av regulatorerna ar en Pl-regulator. Overféringsfunktionen
G2 blir ddremot 0 endast om Ggg dr en Pl-regulator.

Om vi skall garantera att reglerfelet ar 0 stationart maste alltsa regulatorn Gge
innehalla en integraldel. Regulatorn Gg; kan da véiljas som en P-regulator. (Vill
vi daremot att den interna signalen y; skall 6verensstimma med sitt borvardet
maste dven denna regulator ha en integraldel).

. Slutna systemets 6verforingsfunktion ges av

G- (S) . KlGl(S) . 2K1
T 1+ KiGi(s) s+ 2+ 2K,

For att systemet skall bli 5ggr s& snabbt méste slutna systemets pol hamna i
s = —10 vilket ger K; = 4.

. Approximationen Ginre(s) & Ginre(0) = 0.8 ger

Gro(s)Ga(5)Ginee(0)  (Kzs+ 72)0.8
1+ GRQ(S)G2(S)Ginre(O) s2 + 0.8K5s + 08%12

Gyttre (3 ) =

Det 6nskade polynomet ar
(s+1)?2=s*+2s+1

Detta ger Ko = 2.5 och T; = 2.
Kommentar:

En allméan regel vid kaskadreglering ar att gora den inre loopen 5-10 ggr sa
snabb som den yttre for att kunna separera regulatorberdkningarna for de bada
looparna. Det egentliga slutna systemet (utan approximation) blir

10(2s + 1)
s3 + 10s2 + 20s + 10

Gyttre (3 ) =

vilket har poler ungefiar i —7.516, —1.702 och —0.7815 dar den langsamma polen
(s = —0.7815) kommer att viasentligen bestimma snabbheten.

. Da angflodet forutsiattes konstant kan vi sédtta F = 0, varvid domen beskrives av

-3

Yo = 10

M (s)

Eftersom regulatorn &r av P-typ s& ar M(s) = K(Y, — Y), dar Y, betecknar
domnivéns referensviarde. Detta ger

K

) = o )

Eftersom systemet ar linjart och vi har aterkoppling med -1, s& ger en stegstor-
ning i nivan upphov till samma transienta forlopp i nivin som en stegstérning i
referensvérdet. Sitt darfor Y,(s) = 1. Inverstransformering av Y (s) ger

y(t) -1— e—K10’3t
Specifikationen pa systemets 16sningstid ger nu

y(10)=1—e K197 =09 = K=230
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b. Domen med P-regulator beskrives av

s —0.01
=y, F
K +1000s 7O Gronaoos v &) L Y

Y(s) =

Sétt Y,(s) = 0. En stegstérning i angflodet, F(s) = 1, ger d&

s —0.01 1

Y = ron000s 1K) s

Slutvardesteoremet ger

s—0.01 1_-01
(s+0.1)(1000s + K) s K

lim y(¢) =limsY (s) = lims
t—00 s—0 s—0

Det stationéara felet blir da

0.1
e:yr_y:—y:?

c. Bestam for det ursprungliga systemet en framkoppling H(s) fran angflode F(s)
till matarvatten M (s), s& att nivan Y blir oberoende av #ndringar i 4ngflodet.

Systemet med framkopplingen H(s)F(s) beskrivs av
1073 s—0.01

Y(s) = ; (M(s)+H(s)F(s))+m10_3F(s)
-+ 107 (1205 o)

Vi vill att verkan fran F(s) skall vara noll. Valj darfor H(s) sa att uttrycket
framfor F(s) blir noll. Detta villkor dr uppfyllt d&

s—0.01
H(s) =—
) s+0.1
vilket ger den sokta framkopplingen.
7.8 Dodtidsmarginalen ges av
L. = Pm
m =
We

Berékna forst skarfrekvensen w,:

2

2
iwe(iwe + 1)‘ o we/w? +1

-1+ 17
& w4w?-4=0 & w.= %:1.25

Berdkna sedan fasmarginalen ¢,,:

|Go(iwe)| = |Gp(iwe)Gr(iw.)| = 1

@m =7+ arg Go(iw.) = 7 — g — arctan w, = 0.675
Vifar L,, = ¢ /w. = 0.54.

7.9 a. Dodtiden pa en sekund (e™®) betraktas som en del av processen.

Regulator: Gr(s) =K

Process: Gp(s) = me_s

Modell: Gp(s) = Gp(s) = me_s
Modell utan dodtid:  G%(s) = ﬁ
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b. Enligt blockschemat ges styrsignalen av
U(s) = Gr(s)( E(s) + Gr(s)U(s) — GH(5)Us))
Regulatorns éverforingsfunktion ges av
G
— (5) o E(s)
1—Ggr(s)Gp(s) + Gr(s)Gp(s)
2 2 1
_ . S E(s) = s(s +1)
_ o5 4 s(s+1)+2—2e
s(s+1) s(s+1)
Bodediagrammet for regulatorn ar ritat i figur S7.3. Man kan notera att Otto
Smith-regulatorn ger ett stort faslyft vid det urspungliga systemets skarfrekvens.

U(s) =

E(s)

5
o0
£
g
& 2
:J:g
wn
:$o" 1 i
e
60 ™
—, 40 |
)
g
5
@ 20 n
=
0
Ll l Ll l [ l [ l [
1072 2 51071 2 5 100 2 5 10t 2 5 102
Frekvens[rad/s]
Figur S7.3 Otto Smith-regulatorns Bodediagram.
c.
2s(s+ 1) 2s(s+1)

U(s) = —E(s) ~ (s)
s(s+1)+2—2e s(s+1)+2—-2(1—5s)
2(s+1)

=—FE(s
s+3 (s)

Detta ar en fasavancerande kompenseringslank med N = 3.

7.10 Systemets amplitudkurva ges av

Gw)| =~

Det riacker att lasa av amplitudkurvan vid en enda punkt for att bestamma k.
T.ex. sd ar amplituden 1 vid ca w = 4.5. Detta ger

k
I_E & k=45

Systemets faskurva ges av
arg G(iw) = —m/2 —wL

Det riacker att ldsa av faskurvan vid en enda punkt for att bestimma L. T.ex. sa
ar fasen —sr vid ca w = 120. Detta ger

—m=-m/2—120L < L =0.013
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Nagra designexempel

8.1 a. Faskurvan for v = 3 knop skir —180° vid w_1g0- ~ 0.03 rad/s. Vid denna frekvens

120

ar absolutbeloppet |G(:0.03)| ~ 2. Forstarkningen K maste foljaktligen vara mind-
re an 0.5 for att det slutna systemet skall vara stabilt.

. For att skarfrekvensen skall vara w, med fasmarginal ¢,, si maste

|Gr(iw:)G(iw:)| =1
arg G,(iw.)G(iw.) = ¢n — 180°

dar G,(s) = K(1 4 Tps). Detta leder till ekvationerna

K|G(iw)|\/1+ TEw2 =1
arg G(iw.) + arctan Tpw, = @, — 180°

Med w, = 0.03 rad/s, ¢, = 60°, |G(iw.)| ~ 2 och arg G(iw.) ~ —180° s& far vi

:tan60 :£~57.7
0.03 0.03

1 1
K= ~ =0.25

|G(iwe)|y/1+ Tgwg

Ty

. Om hastigheten plotsligt 6kar fran 3 till 7 knop sa galler de graa Bodekurvorna i

Fig. 8.2. Den mest dramatiska forandringen ar att amplitudkurvan har hojts med
en faktor 20. Dessutom har faskurvan sénkts for frekvenser 6ver 0.03 rad/s. Detta
resulterar i att bade fas- och amplitudmarginal reduceras kraftigt. En noggrannare
undersokning visar att det slutna systemet i sjalva verket blir instabilt. Detta kan
utlasas ur Bodediagrammet i Fig. 8.2, som dels visar det nominella fallet v = 3
knop, dels fallet v = 7 knop. Ett sétt att undvika detta problem ar att istéllet valja
v = 7 knop som nominellt fall fér berdkningen av PD-regulatorn. Detta innebar
dock att man maste acceptera ett langsammare insvingningsforlopp for den lagsta
hastigheten v = 3 knop. Ett battre sitt ar att 1ata K och T, bero av hastigheten
v. Denna metod brukar kallas for parameterstyrning ("gain scheduling”).

. Den approximativa 6verfoéringsfunktionen fran g till A kan skrivas

kv

53

Ur Bodediagrammet kan man for v = 3knop = 3-1.852/3.6 ~ 0.5144-3 m/s avliasa
att |Gpg(i - 0.1)| ~ 0.04 vilket ger att

Grp(s) =

_0.1%-0.04

N— " ~926-107°
v 8.0.5144 6-10

e. Slutna systemets karaktaristiska ekvation ges av

s34+ Kkyw =0
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102 &
10!

10°

Forstarkning

—90 ’,/\ |
_135| L :

—180 |-

Fas[grad]

| || | | | | | ]
1073 2 5 1072 2 5 107! 2 5 10°
Frekvens[rad/h]

Figur S8.1 Bodediagram foér den PD-kompenserade 6ppna loopen i uppgift 8.1. De svarta
kurvorna svarar mot hastigheten v = 3 knop (nominella fallet) medan de graa kurvorna visar
fallet v = 7 knop. Notera att det senare fallet ger ett instabilt slutet system.

Eftersom alla koefficienter inte ar positiva dr systemet inte stabilt for nagot val av
K. 1T uppgift (a) konstaterades via det uppmétta frekvenssvaret att det aterkopp-
lade systemet var stabilt for K < 0.5. Forklaringen fas ur samma Bodediagram
som anvéndes i (a): Approximationen géaller bara for hoga frekvenser (w > 0.05)
och vid sa laga forstarkningar som K < 0.5 ar skarningsfrekvensen w, < 0.03 dvs
utanfor modellens giltighetsomrade. For w < 0.03 visar t.ex. Bodediagrammet en
fas som dr ovanfér —180° medan den férenklade modellen ju har fasen —270° for
alla frekvenser.

f. Om x = (&, «, 2)T och u = B sa blir tillstindsekvationerna

0 0 O Ry
x=11 0 Olx+]|]0|u
0 v O 0

Med tillstandsaterkopplingen u = — K, x 4 u, blir slutna systemets karakteristiska
polynom
p(s) = det(sI — A+ BK) = s® 4 kyk1s® + kykas + k,vks

Det 6nskade karakteristiska polynomet ar
p(8) = (5 + ywo)(s* + 2Cwos + w?) = s* + (y + 20)wos® + (2¢¢ + 1)wis + yw}

Direkt jamforelse ger att

B — (¥ +20)wo
=T 500
ky
27¢ + Dwi
kg =22~~~
ky
3
_ YWy
ks = kv

g. Stationéritet innebér i detta fall att hojden &ar konstant, 2 = A ... Detta betyder i
sin tur att alla derivator av A maste vara noll dvs = 0 och & = 0. Nar hojden
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natt sitt ratta varde maste ocksa styrsignalen u = 8 vara noll eftersom ubaten
annars skulle ha fortsatt att stiga. Man erhéaller darfér K, ur ekvationen

0= Krhref_ kl -0— k2 -0— k3href
Héarav far man da v = 3 knop att

K= Y90 YW )
T T kv 26-10°-3-0.5144  4.0-10°5

h. Vid en momentan stérning med A~ = 0.1 m blir roderutslaget

3 3
YWy 0.2w}
AB = kg Ah = 0.1~
B = ks vk, 3-0.5144-2.6-10-5

Eftersom AS < 5° s maste vi

5.3.0.5144-2.6-10-5 )5
a)os 0.2 ~ 0.1

8.2 a. Ur Bode-diagrammet avlaser man oscillationsfrekvensen w, ~ 27 rad/s och kritis-
ka forstarkningen K. ~ 3.6. Oscillationsperioden blir da T}, = 27t/ w, ~ 0.23 Detta
ger PID-parametrarna K = 0.6K, ~ 2.2, T; = T,/2 ~ 0.12 och T; = T, /8 ~ 0.03.
Stegsvaret for det slutna systemet visas i Fig. S8.2. Specifikationerna ar helt

0.8+

0.6

02/

Figur S8.2 Stegsvaret med PID-reglering enligt Ziegler-Nichols.

klart inte uppfyllda. En PID-regulator (med filterfaktor) kan betraktas som en
andra ordningens regulator med integration. Med en mera generell andra ord-
ningens regulator med integration kan man i sjalva verket uppfylla specifikatio-
nen (Fig. S8.3). Forsoker man o6versidtta denna regulator till motsvarande PID-
parametrar sa fir man i just det héar fallet en negativ derivatatid T}.

b. Stationdrt méaste alla derivator av tillstdnden vara noll x = 0. Det géller darfor
att
{ 0 = Ax° + Bu® = (A — BK)x’ + BK,y,

yr=y"=Cx

Detta ger att
1

K=o
C(A—BK)'B
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1.6 , ; . ‘ [
06l o YA WSV SRS SR JUURE TR SR ]

02/ fr — 1 —— 1

Figur S8.3 Stegsvaret for slutna systemet med en andra ordningens regulator med integ-
ration.

c. Med x utvidgad till x, = (x1, x9, 3, x;)7 sa fir man

_@ ? _? 0 -y
1 1 1 J 0
| 4 detdy Ry ' 0
Xe = A - J; Js Xe + 0 u+ 0 Yr
1 -1 0 0 0 -1
0 ko, 0 0

y= (o ko, O 0] %o
dar referenssignalen y, har inforts som en extra insignal.

d. Ungefarligt viarde pa w,, blir

In 0.02

—_— ~2
0.5-0.38 0

Wm A

e. Nir det géller laststorningen sa ar det snabba Kalmanfiltret (w, = 40) bast. Det
ar aven bast nar det galler att dampa brusets inverkan pa utsignalen. Daremot
ar det samst da det galler att undertrycka brusets inverkan pa styrsignalen. For
w, = 10 och w, = 20 ar bruskénsligheten ungefar densamma medan w, = 10 ger
en langsammare eliminering av laststéorningen. Ett 1ampligt val ar w, = 20.

123



Losningar till 6vningsexemplen 9

Interaktiv jamforelse mellan
modellbeskrivningar

9.1

9.2

124

a. Stegsvarets amplitud paverkas, men inte tidskonstanten. Polen paverkas inte.

Nyquistdiagrammet behaller sin form, men varje punkt pa kurvan ror sig radiellt
fran origo. I Bodediagrammet dndras amplitudkurvan i y-led, medan faskurvan
ar oforandrad.

Eftersom styrsignalen ar ett enhetssteg ges K av stationéra viardet pad métsignalen
i stegsvaret. I Nyquistdiagrammet kan K avldsas vid startpunkten p& positiva
reella axeln och i Bodediagramet kan K avlisas i forstarkningskurvan da w — 0.

. Stegsvarets amplitud péverkas inte, men tidskonstanten ges av 7. Polen ar

s = —1/T, vilket innebér att en stor tidskonstant ger en pol nira origo, me-
dan en kort tidskonstant ger en pol langt bort fran origo. I Bodediagrammet &r
brytfrekvensen 1/T', och den varierar darfor nar T varierar. Nyquistdiagrammets
utseende paverkas inte av T', men frekvensen varierar utmed kurvan.

Antag att vi har tva processer med olika varden pa T. Da kan vi alltid hitta tva
frekvenser sa att
K K

Glerh) = 1o = 00 = 1

det vill sdga alla punkter som finns pa den ena Nyquistkurvan finns ocksa pa den
andra, fast vid en annan frekvens.

. En variation i L motsvarar en translation av stegsvaret. Vi kan inte representera

dodtiden i singularitetsdiagrammet. Bodediagrammets amplitudkurva paverkas
inte, eftersom |e~“L| = 1, men fasen minskar. Varje frekvenspunkt i Nyquistdia-
grammet far ofordndrat avstand fran origo, men fasen minskar. Eftersom fasen
gar mot —oco d& w — oo blir Nyquistkurvan spiralformad.

. Forandringarna ar desamma som i uppgift 1a.

. Forandringarna ar analoga med dem i uppgift 1b. Da Ty > T, far man ett stegsvar

som liknar det i uppgift 1a med T ~ T;. Aven Bodediagrammet och Nyquistdia-
grammet liknar dem i uppgift 1a vid laga frekvenser. Man kan darfor i manga
sammanhang approximera oéverforingsfunktionen med

K K
(1+sT)(1+sTo)  (1+sT)

G(s) =

. Om nollstéllet ligger langt fran origo paverkas inte representationerna namnvart.

Om nollstallet ar negativt och ligger néra origo fir man en stor 6verslang i stegs-
varet. Om nollstallet ar positivt och ligger néra origo kommer stegsvaret att forst
géa i fel riktning. Om nollstéllet ar positivt kommer det att ge ett negativt tillskott
till fasen.

Da T3 < 0, d.v.s. d& nollstéllet ligger i hogra halvplanet, 4r processen svar att
reglera. Man kan forsta att det ar svart for en regulator att agera pa ratt satt nar
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Lésningar till ovningsexemplen 9. Interaktiv jamforelse mellan modellbeskrivningar

en styrsignalandring gor att matsignalen initialt gar i motsatt riktning mot den
onskade. Fenomenet kan man forstad genom att skriva overfoéringsfunktionen pa
foljande satt

K(1+sTs) K . sKT,
(1+sT)(1+sTy)  (14+sT)(1+sT2)  (1+sTy)(1+sTy)

G(s) =

Overforingsfunktionen bestar alltsa av tva termer, en som ar den 6verforingsfunk-
tionen vi hade i uppgift 2a och en som ar samma overforingsfunktion multiplicerad
med sT3. Den andra termen &r allts& proportionell mot derivatan av métsignalen
vi fatt om vi inte haft nagot nollstalle. Om T3 < 0 kommer denna term att ge ett
negativt bidrag, vilket forklarar att stegsvaret initialt gar at fel hall.

. Frekvensen w paverkar snabbheten hos systemet, men inte stegsvarets form. Va-

riationer i w flyttar polerna radiellt fran origo. I Bodediagrammet paverkar w inte
formen, men brytfrekvensens lage. Nyquistdiagrammet péverkas ej till formen,
men frekvenserna flyttas utmed kurvan.

. Den relativa dampningen ¢ paverkar inte snabbheten hos stegsvaret, men formen.

Ett litet varde pa ( ger ett svingande och daligt dampat stegsvar. Ett litet varde
pa ( ger en stor resonanstopp i Bodediagrammet och i Nyquistdiagrammet far
man en stor forstarkningsékning och en snabb fasvridning runt w.
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