Department of

AUTOMATIC CONTROL

UNIVERSITY

Automatic Control, Basic Course

Exam 28 October 2019, 8:00-13:00

Points and grades
All solutions must be well motivated. The whole exam gives 25 points. The number
of points are presented after each problem. Preliminary grades:

Grade 3: at least 12 points,
4: at least 17 points,
5: at least 22 points.

Aids
Mathematical collections of formulae (e.g. TEFYMA), collections of formulae in
automatic control, and calculators that are not programmed in advance.

Results

The results are presented through LADOK. Time and place for exam presentation
will be announced on the course web page.
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Solutions to exam in Basic Control 2019-10-28

A process can be described by the following differential equation:

7+ 99+ 8y =u—4u
. What is the transfer function of the process from U to Y7 (1p)

. What are the poles and zeros of the process? Is it asymptotically stable? Mo-
tivate your answer. (1p)

. The system is controlled with a P-controller with gain K, see Figure 1. For
what values of K is the closed loop system asymptotically stable? (answer for
both positive and negative values of K). (2 p)

. Suppose that we make a unit step change in setpoint R. Determine the station-
ary control error . How small can we make the error using the P controller?

(2 p)

R @E K U G Y

—1 -

Figure 1: The closed loop system for problem 1.c.



Solution

a. Performing a Laplace Transform on the differential equation, the transfer func-
tion of the system is given by Y (s)(s? + 9s + 8) = U(s)(s — 3):

B s—4
5249548
s—4

(s+1)(s+38)
b. Zeros: s =4
Poles: s = —1, -8
Both poles have negative real parts, therefore the system is asymptotically

stable.

c. The transfer function of the closed loop system is given by Gy,(s) = Y'(s)/R(s):

KG(s)
Gorls) = AT RGEH)
B K(s—4)
(s2+9s+8)+ K(s—4)
K(s—4)

T 24509+ K) + (8—4K)

The system is asymptotically stable when both poles are strictly in the left-half
plane (have negative real parts). This is true if and only if a;,as > 0 for the
characteristic polynomial s% + a;s + ag. Therefore,

9+ K >0
K> -9

8—4K >0
8 > 4K
-9I<K <2
d. The static error of the response to a unit step can be computed applying the

final value theorem to the Laplace transform of the error in response to a step
input. The transfer function from the reference to the error is:
E(s) s2+9s5+8

Gﬂ“*:R@):sLHk+8+K®—4)

We then apply the final value theorem. With a unit step input R(s) = % the
static error (¢ — co) is given by evaluating E(s) = sGe,(s)1 where s — 0.

_ 8

8 —4K

Therefore we want to choose K within the stability range —9 < K < 2 to max-

imize the denominator in order to minimize the static error. This is obtained
with K = —9, which gives a static error of e(co) = 8/44 ~ 0.18.

Ger(0)




En pendel som svianger friktionslost kan férenklat beskrivas med foljande dif-
ferentialekvation

0 + sin(f) = u

Hér betecknar 6(t) dess vinkel fran det viloldge d& den hénger rakt ner, och
u(t) &r den styrsignal vi paverkar pendeln med.

. Infor tillstinden 21 = 6 och zs = 6 och uttryck systemet pa tillstandsform.

Antag att vi bara kan méta vinkeln, dvs. y = z7. (1p)

. Bestdm alla stationira punkter da vi inte paverkar systemet, dvs. da u(t) = 0.
(1p)

. Viar speciellt intresserade av pendelns beteende néar den hanger ner. Linjérisera
systemet kring en stationdr punkt motsvarande detta lage. (1p)

. Visa att det linjariserade systemet ar stabilt men inte asymptotiskt stabilt.

Antag att vi later pendeln borja uppréitt med en vinkelhastighet 1rad/s. Da
kommer pendeln pga. friktionsloshet att snurra runt och runt i all evighet.
Varfor kan detta inte hidnda for ett stabilt system? Hur kommer det sig att vi
trots det lyckades visa stabilitet? (1p)



Solution

a. Vi far direkt nér vi deriverar forsta tillstandet att &, = @ = z5. Anvéindning

av differentialekvationen ger sedan @9 =  — sin(z1) 4 u, dvs.
11 = fo(x1, 2, u) = 2
Ty = f2($17$27u) = —Sin(.Tl) +u

b. Vi vill hitta de tillstand x1(t) = 2 och z2(t) = 2 som inte #ndrar sig 6ver
tid. D& maste i1 och 4 vara 0, och den &vre ekvationen ger direkt att 29 = 0.
Det ar rimligt att vinkelhastigheten &r O stationért.

Vad géller den undre ekvationen férsvann enligt antagandet v och vi far 0 =
sin(z1) som har den allménna l6sningen x1; = k7 for varje heltal k. Med andra
ord ges samtliga stationdra punkter av

) km
01 —

Ty | = O

u! 0

c. Nedvant ldge motsvaras av en vinkel pa 0 grader, dvs. x1 = kn for jaimna heltal
k. Vilket jamnt k£ som helst funkar, sa vi véljer enklast £ = 0 och linjdriserar

kring
xy 0
23| =10
u? 0

Standardforfarandet innebér att vi tar foljande partiella derivator

on o
of _ (0w 0w | _ 0 1\ _[(0 1
Ox afs 9f2 —cos(z§) 0O -1 0
5'1‘1 81'2
of
ﬁ: ou | _ 0
ou 0f 1
ou
99 _ (9 39)_
o2 on 5s) =1 O)
dg
%—O

utviarderade i den stationdra punkten vi valt.

Nu infér vi de nya variablerna



som motsvarar avvikelserna fran var stationdra punkt. Vart linjdriserade sys-
tem blir nu uttryckt i dessa variabler

. 0 1 0
Aw-( )Aer( )m

-1 0 1
Ay=(1 0)Az

. For att utvirdera stabilitet tittar vi som vanligt pa det karakteristiska poly-
nomet till A-matrisen, dvs.

-1

S

det(sI—A):‘i =5~ (-1)(1) =s*+1=(s+14)(s—1)

Nollstéllena till det karakteristiska polynomet blir alltsda s = ¢ och s = —i,
vilka motsvarar A-matrisens egenvirden. Eftersom att egenviardena &r unika
och ligger pa den imaginéra axeln sa ar systemet stabilt, men inte asymptotiskt
stabilt.

Utgangsliget motsvarar mot tillstandsvektorn z(0) = (m,1)T. For ett stabilt
system géller att varje initialtillstand (inklusive detta) méaste leda till begran-
sade tillstand z(t) for alla t. Men da kan speciellt inte 1 (t) = 6(t) 6ka obegran-
sat, vilket hédnder om pendeln snurrar runt och runt (vinkeln 6kar konstant).

Det var det linjdriserade systemet som vi visade var stabilt. Men det linjariser-
ade systemet #r bara giltigt kring var stationdra punkt 20 = (0,0,0). Modellen
upphor alltsé att representera differentialekvationen om nagot tillstand &r for
stort, vilket var fallet hér.



3.

State which step response (I-VI, see Figure 2) and Bode plot (A-F, see Figure 3)

match each of the four transfer functions below. Each correctly justified match
is given 0.5 points. (4 p)
s+0.1 1
Gl(s) = 2 GQ(S) )
s s +04s+1
1.3 2
3(s) = 53— Ga(s) =
s2+s+1 s+ 2
1 1
2.0 15} 15}
1.5r
3 3 G 1op
2 2 2
510 = =
£ £ £
< < s} <ost
0.5}
0.0t i i i i i i Ot; i i i i 0.0t i i i i L s
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Time (s) Time (s) Time (s)
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Figure 2: Step responses for problem 3.
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Figure 3: Bode plots for problem 3.



Solution
G1 has two poles at the origin (double integrator) and a zero at -0.1 (corner fre-
gency at w0.1). It is the only transfer function with integral action. Therefore,
it’s static gain is infinite, as illustrated by step response II and Bode plot A. We
also expect a phase of —180° at low frequencies due to the double integrator
which only matches A.

G2 and G3 are second order systems. Considering the form s? + 2¢ws + w?
both have the same natural frequency w1l but different damping factors (. Step
responses [ III and V show second order systems that are not fully damped,
indicated by their oscillatory behavior. Bode plots B, F, and F' also show
second order systems, as their phase decreases by —180°. G3 is more damped
than G2, and has a static gain of 1.3, matching step response V' and Bode plot
E. G2 has a static gain of 1, matching step response III and Bode plot F'.

G4 is a first order system with a pole at -2 (corner frequency at w2). Step
responses IV and VI show first order systems of different speeds and a static
gain of 1. Bode plots C' and D show first order systems, as indicated by their
—90° change in phase, with different corner frequencies. G4 has a time constant
of 1/w1/2s matching step response VI which reaches 0.63 after 0.5s. It’s corner
frequency matches Bode plot C.



I laboration 2 studerade vi en tankprocess som bestod av tva tankar, den ena
ovanpa den andra. Styrsignalen var inflédet till den 6vre tanken, vars utflode
utgjorde inflodet till den undre tanken. Systemet for den undre tanken hérledde
vi i férberedelseuppgifterna, och linjariserat kring en viss stationdr punkt gavs

det av
— 0 1)
T = n T+ U
T2 0
y=(0 1)z
Har betecknar x; och xo avvikelserna fran den 6vre resp. undre tankens sta-

tiondra vattenhojd givet ett konstant inflode. Styrsignalens avvikelse fran det
senare betecknas hir u. Konstanterna 7;,79,d > 0 &r materialparametrar.

Da aterkopplade vi endast fran reglerfelet; nu vill vi aterkoppla fran tillstanden.
Problemet ar att vi bara méter undre tankens vattenhojd och kidnner ddarmed
inte till 1, som vi maste skatta.

. Designa ett Kalmanfilter sadant att polerna hamnar i s = —2 + 2i. (2 p)

. Antag nu att vi istéllet bara kan méita 6vre tankens niva. Visa att systemet
inte ar observerbart. Kan man rent fysikaliskt se vilket tillstand som &r icke-
observerbart? Resonera utifran definitionen av observerbarhet. (1p)

10



Solution

a. Hur fort de skattade tillstanden konvergerar mot de riktiga tillstanden bestdms
av polerna till matrisen A — K C. Den blir i vart fall

— 0 k - —k
A-gc=( " — (o ="
o2 ka o2 — ke
Polerna till denna matris ges som bekant av nollstéllena till det karakteristiska
polynomet

s+m k1
—n s—7+k
_ g2 + (,71 — 7o+ ]4;2)54—71(]{:1 + ko —'72)

det(sI — (A — KC)) = = (s+7)(s — 2+ k2) — (—71k1)

Vi skulle vilja placera polerna i s = —2 4 2¢, dvs. vi vill mha. vart K fa det
karakteristiska polynomet att bli
(54+2—2i)(s+2+2i)=s*+45+8
Identifiering av koefficienter ger férhallandena
d=v—7+k
8 =y1(k1 + k2 — 72)

dér den 6vre ekvationen ger ko = 4—~1+7y2 och den undre ger k1 = %—i—’yg—kg =
% +v =445 — v = % — 4 4 ~; Sammantaget hamnar polerna dar vi vill

med valet
8
- ky I 4+m
ko d=m+7
b. Om vi méter x istéllet for xo sa ar alltsd y = x1. Detta innebér en dndring av
C-matrisen till

C=(10)

Observerbarhetsmatrisen ges denna gangen av

¢\ 1 0
CA B -7 0
och determinanten blir 0, varfor systemet ej dr observerbart.

Detta gar att se rent fysikaliskt ocksd. Hur man &n sédtter den undre tankens
niva x9(0) initialt (med z1(0) = u = 0), sa ger sig detta val inte till kéinna i den
ovre tanken och dirmed i métsignalen, eftersom vattnet rinner nerat och inte
uppat. Tillstandet dr alltsa icke-observerbart, vilket man ocksa kan se av att
alla tillstdnd pa formen x = (0, )7 tillhdr observerbarhetsmatrisens nollrum.

11



5.

Betrakta bodediagrammet av kretséverforingsfunktionen Gy i figur 4.

Bode Diagram

_
o
N

T

Magnitude (abs)
=

—_

o
S
T

-90 : x
135 .
-180 - .

-225 1

Phase (deg)

_270 i i R | i i R R | i i T
107" 100 10 102
Frequency (rad/s)

Figure 4: Kretsoverforingsfunktionen Gg i problem 5.

a. Beskriv kort vad syftet med fas- och amplitudmarginalerna ar. Anvind sedan
figuren for att lasa av dem. (1p)

b. Som det &r nu klarar det slutna systemet inte att folja rampéndringar, utan vi

far ett stationédrt fel. Designa en kompenseringsldank som minskar det stationéra
felet med en faktor 5. (2 p)

c. Betrakta nedanstaende kompenseringslank

s+ 10

Grels) = s+1

Varfor skulle ett sadant tillagg till Gy vara daligt?

Ledning: Skissa kompenseringsldnkens bodediagram! (1 p)

12



Solution

a. Fas- och amplitudmarginalerna &ar tva olika matt pa hur pass langt ifran punk-
ten -1 Nyquistkurvan befinner sig, da det slutna systemet skulle bli instabilt.

A, = 4 och ¢, = 45°.

b. For att minska det stationira felet ar det en fasretarderande ldnk vi maste
designa. Vi kan se pa bodediagrammet att kurvan lutar i boérjan, varfor Gy
maste innehélla en integrator. Darfér kommer valet M = 5 att leda till att det
stationéra felet minskar med en faktor 5.

Skérfrekvensen w, kan vi avlisa till ungefar 4 rad /s. Tumregeln att vélja param-
etern a som en tiondel av skérfrekvensen tillimpas, dvs. a = 0.1w. = 0.4rad/s.
Vi far da lanken

s+0.4

Cr(s) = 008

c. Forstar man tumregeln a = 0.1w. s& géller det bara att identifiera Gx som
en fasretarderande ldnk med a = 10 och M = 10. I annat fall sa skulle en
snabb skiss av motsvarande bodediagram ge en kraftig sdnka i faskurvan mel-
lan brytfrekvenserna 1rad/s och 10rad/s — precis runt skérfrekvensen 4 rad/s.
Detta skulle sénka fasmarginalen rejélt, vilket i véirsta fall leder till instabilitet.
(Att G inte dndrar skirfrekvensen stort kan man 6vertyga sig om genom att
betrakta dess forstarkningskurva och notera att | G (4i) | = 2)

13



The electonic circuit in Figure 5 is a bandstop filter. The relationship between
the input and output voltage is given by

C’Vvout + *Vout + *Vout = C‘/m + *Vvin-

R L L
. Find the transfer function G(s) from Vi, to Vous. (1p)
. What is the gain of the circuit for an arbitrary frequency w? (0.5 p)

. At which frequency is the circuit gain 0 (the frequency that the circuit "stops")?
(0.5 p)

. A disturbance Vp enters the system as illustrated in Figure 6. However, you're
able to measure the disturbance and decide to add a feed-forward link Grr to
try to eliminate the effect of the disturbance. What is the new transfer function
from Vp to Voui? Choose Gpp to eliminate the effect of the disturbance Vp.

(2 p)

Figure 5: Passive electric bandstop filter in problem 6.

Vb
GFF(S)

‘/in Vout
G(s)

Figure 6: A block diagram illustrating the bandstop filter with disturbance voltage
Vp and feed forward block Ggp from problem 6.
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Solution

a. Laplace transformation of both sides of the differential equation gives

1 1 1
<Cé’2 + ES + LV> ‘/Out(s) = <082 + L> ‘/in(S).

Solving for Vyu(s) we get

Cs? + 1 RLCs*> + R

Vour(s) = 5771V
+(s) 0324-%5—}-% (s)

- ‘/in )
RLCs? + Ls + R/

and the transfer function from Vi, to V, is therefore

RLCs? + R

G) = Rice 1 Lst '

b. The circuits gain at frequency w is given by

~RLCw? + R IR(1 — LCw?)|

G ) = =
) = R C Lt B VR = IO+ 7

(1)

COV — 41
c. From (1) we see that |G(iw)| = 0 when w = t7s

d. The new transfer function of the closed loop system G¢r(s) is given By

Vout (5)
Vout (S)

Vp(s) + G(s)(Vin(s) + Grr(s)Vp(s))
G($)Vin(s) + (1 + G(s)Grr(s))Vp(s)

and the transfer function from Vp(s) to Vout(s) is seen to be 1+ G(s)Gpr(s).

Therefore, to eliminate Vp(s) we solve

1+G(s)Grr(s) =0

1
el =g

RILCs?>+ Ls+ R
Gre(s) = ——pice 1 R
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