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Poiangberikning och betygssidttning

Losningar och svar till alla uppgifter skall vara klart motiverade. Tentamen omfattar
totalt 25 poédng. Podngberdkningen finns markerad vid varje uppgift.

Prelimindra betygsnivaer:

Betyg 3: lagst 12 poang
4: lagst 17 podng
5: lagst 22 poang

Tillatna hjilpmedel

Matematiska tabeller (TEFYMA eller motsvarande), formelsamling i reglerteknik
samt icke forprogrammerade raknare.

Tentamensresultat

Resultatet meddelas via LADOK. Tid och plats for tentavisning kommer att anges
pa kurshemsidan.



1. Ett linjart, tidsinvariant system beskrivs av differentialekvationen
i(t) + 3y(t) = du(t) + u(t)
dér y(t) 4r métsignal och wu(t) ar styrsignal.
a. Vad ar systemets 6verforingsfunktion? (1p)

b. Rita ut systemets poler i det komplexa talplanet. (1p)

c. Ar systemet asymptotiskt stabilt, stabilt eller instabilt? Motivera ditt svar.
(0.5 p)

d. Kalle och Lisa diskuterar vad som hénder om systemet utsétts for en styrsignal
u(t) i form av ett enhetssteg. Kalle sager att y(t) kommer att konvergera mot
virdet 1/3. Lisa séger att y(t) kommer att konvergera mot 0. Har nagon av
dem rétt och i sa fall vem? Motivera ditt svar. (0.5 p)

Solution

a. Laplace ger:
s%Y (s) + 3Y (s) = bsU(s) + U(s)

95+ 1
Y = U

b. Systemet har poler i £1/3i vilket vi finner genom att 16sa s% + 3 = 0.

c. Systemet ar stabilt men ej asymptotiskt stabilt, da vi har enkla poler pa ima-
gindra axeln.

d. Bade Kalle och Lisa har fel, eftersom systemet inte &r asymptotiskt stabilt
existerar inte gransvirdet utan svaret blir en sinusoid.

mg

Figur 1: Pendel fran problem 2.

2. En pendel ar enkelt monterad i en motor som kan ge ett externt vridmoment
u (se Figur 1). Fran nedat hingande ldge kan vi definiera vridvinkeln 6. Vi
definierar tillstdnden x1 = 6 och x5 = 6. Vi kan formulera féljande differentia-
lekvationer (givet vildigt rdknevinliga parametrar for pendelns egenskaper):



T1 = —sinze +u

CE2::E1

a. Linjérisera systemet kring den stationira punkten u = 0, 1 = 0, x5 = 0. Ar
det resulterande systemet stabilt? Kommentera rimligheten i detta. (1.5 p)

b. Linjirisera systemet kring den stationira punkten v = 0, z1 = 0, 5 = 7. Ar
det resulterande systemet stabilt? Kommentera rimligheten i detta. (1.5 p)

Solution

Den linjériserade modellen av systemet kommer att se ut som

Ay = — cos(29)Axy + Au
Ai?g = Al‘l

0 —cos(z) 1
Ai = S DN L
1 0 0
Systemet kommer att ha det karakteristiska polynomet det(sl — A) = s +
cos(z9). Detta har poler i s = 4,/ — cos(z9)

a. Givet ) = 0 hamnar polerna i s = +i, vilket &r marginellt stabilt. Rimligtvis
ser vi att om vi sldpper pendeln nédra det nedathdngande laget kommer den att
oscillera stabilt kring det ldget, men eftersom vi inte modellerar nagon friktion
kommer den ocksa att oscillera for evigt.

b. Givet #) = 7 hamnar polerna i s = +1. En av dessa poler ir instabil, vilket
ar rimligt. Vi ser att detta motsvarar laget da pendeln hinger uppat, och om
man da sldpper pendeln lite vid sidan av det stationdra uppat-laget kommer
pendeln att accelerera okontrollerat.



I figur 2 visas Bodediagram for sex olika asymptotiskt stabila system som
saknar nollstdllen. Stegsvaren for samma system visas i slumpad ordning i
figur 3. Para ihop Bodediagrammen A-F med stegsvaren 1-6. For varje par

krdvs en motivering. (3 p)
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Figur 2: Bodediagram till uppgift 3.

Solution
Bodediagram A har en fas som sjunker snabbt vid hoga frekvenser, samtidigt

som lutningen for forstarkningskurvan forblir —2. Det senare tyder pa att vi
inte har fler nya poler, och fasminskningen maste darfér orsakas av en dodtid.
En dédtid ger just en snabb fasminskning fér hoga frekvenser, utan att paverka
forstarkningskurvan, och detta beteende ser vi i diagram A, men inte i ndgot av
de andra. Vi har saledes ett system med dodtid, vilket maste motsvara stegsvar

2. Vi har alltsa paret A < 2.

Vi ser att av diagrammen B—F sid motsvarar C och E andra ordningens sy-
stem, eftersom fasen minskar till —180° och lutningen pa forstarkningskurvan
ar —2 for hoga frekvenser, medan 6vriga system &r av forsta ordningen eftersom
fasen minskar till —90° och lutningen pa foérstarkningskurvan dr —1 fér hoga
frekvenser. Stegsvaren kan skiljas at genom att titta pa begynnelsederivatan.
Enligt begynnelsevirdessatsen far vi

9(0) =limy(t) = lim s - .s’G(s)1 = lim sG(s).

t—0 5—00 S S—00
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Figur 3: Stegsvar till uppgift 3.

Detta innebér att ett asymptotiskt stabilt forstaordningssystem utan nollstél-
len leder till en derivata som &ar storre é&n noll, medan derivatan for ett asymp-
totiskt stabilt andraordningssystem utan nollstéllen blir noll. Vi ser darfor att
stegsvaren 3 och 5 motsvarar andraordningssystem, medan 1, 4 och 6 motsva-
rar forstaordningssystem.

Skillnaden mellan Bodediagrammen C och E ar att E har en resonanstopp,
vilket indikerar simre ddmpning och leder till ett mer resonant stegsvar. Vi far
dérfor paren E <» 3 och C < 5.

For de aterstaende Bodediagrammen ser vi pa forstarkningskurvan for laga
frekvenser att B och F har en statisk forstdarkning pa 0.5, medan D har den
statiska forstdrkningen 1. Det maste darfor galla att D <+ 4. De tva aterstaen-
de systemen skiljer sig at endast genom att brytfrekvensen &r hogre fér B édn
for F. Detta innebér att systemet B ar snabbare, och ger oss B <+ 1 samt F
< 6.

En linjér, tidsinvariant process har oéverforingsfunktionen Gp(s). Gp(s) har
skarfrekvensen w, och fasmarginalen ¢,,. Processen utsitts sedan for en tids-
fordrojning L. Systemet aterkopplas med en P-regulator med forstdrkningen
K =1

. Vad maste vi stélla for krav pa L for att det aterkopplade systemet ska vara
stabilt? (1p)

. En Otto-Smith-regulator introduceras for att kontrollera processen. Antag att
vi har en perfekt modell av Gy (s) och en perfekt skattning av L. Antag ocksa att



©m = 1 radian, w. = 1 radian/s. Antag L = 100 s. Kommer det aterkopplade

systemet vara stabilt? (1p)

c. Diskutera rimligheten av ditt svar i b. om detta skulle tillaimpas i ett verkligt

scenario. (1p)
Solution

a. Sa lange tidsfordrojningen L &r kortare an ¢, /w. (ddr bada anges i samma
vinkelenhet) &r systemet stabilt.

b. Om modellen ar perfekt kommer en Otto-Smith-regulator agera som om den
styrde efter en modell av processen utan dédtid, for vilken systemet &r stabilt.
Darav kommer detta system ocksa vara stabilt. Dock kommer utsignalen ha en
fordrojning pa 100 sekunder jamfort med den férdrojningslésa modellen.

c. Antagandet om en helt perfekt modell, bade av processen och av dédtiden, &r
hogst orealistiskt. Det betyder att processen egentligen troligen kommer att bli
hogst instabil givet fel i modellen eller skattningen, da vi forsoker kontrollera
processen langt 6ver dodtidsmarginalen.



5. Figur 4 visar fyra stycken Nyquistkurvor a-d.

a. Overféringsunktionerna som motsvarar kurvorna ér rationella funktioner (po-
lynom dividerat med polynom), men med olika form:

1. En av funktionerna har 1 nollstille och 3 poler.
2. En av funktionerna har 1 nollstédlle och 5 poler.
3. En av funktionerna har en integrator (en faktor 1/s).
4. En av funktionerna har férutom den rent rationella biten &ven en tidsfor-
dréjningskomponent.
Matcha de olika nyquistkurvorna (a-d) med rétt funktion (1-4). (2 p)
b. Vilka av funktionerna (a-d) kan aterkopplas stabilt med en P-regulator med
forstarkning K = 1?7 Motivera ditt svar. (0.5 p)
c. Vilken av de funktioner (a-d) som kan aterkopplas stabilt (enligt ditt svar i b.)
har lagst fasmarginal? Motivera ditt svar. (0.5 p)
d. Vilken av de funktioner (a-d) som kan aterkopplas stabilt (enligt ditt svar i b.)
har ldgst amplitudmarginal? Motivera ditt svar. (0.5 p)
Solution

a. Kurva a) har en spiralform. Eftersom en tidsférdrojning motsvaras i frekvens-
doménen av e~"% sa representerar det en rotation som o6kar med w, vilket gor
att vi kan matcha a) med 4.

Kurva c¢) har den enda kurvan som inte konvergerar mot nagot virde da w — 0.
Detta innebéar att den maste innehalla en integrator och alltsa motsvarar 3.

Kurva b) och d) maste dd motsvara de rationella funktionerna. Da w — oo
konvergerar b) mot fasen —180°. Kurva d konvergerar mot fasen —360°. Da
differensen mellan poler och nollstéllen ar hogre for funktion 2 méste det mot-
svara kurva d, da detta innebér att den kommer konvergera mot en ligre fas.

b. Den enda kurva som innesluter -1 ar kurva d. Alla 6vriga system kan alltsa
aterkopplas stabilt enligt Nyquistkriteriet.

c. Kurva a) har en lag fasmarginal. Alla de andra kurvorna har relativt hog
fasmarginal.

d. Kurva a) har ocksa ldgst amplitudmarginal. Vi ser att ingen forstarkning K
kan véljas for att gora b) och c) instabila.
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6. Dynamiken for en sparvagn, fran styrsignalen u(t) € [0, 1] till positionen y(t)
[m], beskrivs av éverféringsfunktionen

3
GP(S) = m

Vi vill reglera sparvagnens position med hjilp av en P-regulator Gg(s) = K.
Ange for vilka virden pa K som sparvagnen klarar av att folja en referenssignal
r(t) = 15t med ett stationdrt fel |r(t) — y(¢)| < 1. (2 p)

Solution
Kretsoverforingsfunktionen blir

3
K——.
s(s+0.2)
Sambandet mellan referenssignalen och métsignalen for det slutna systemet ar

__Gols)
(8) - 1+G0(S) ( )7

Go(s) =

och reglerfelet ges av

E(s) = R(s) — Y(s) = R(s) — %R(s) - (1 - %) R(s)
1 52 +0.2s

= TG ) T Er02s par )

Referenssignalen r(t) = 15¢ har Laplacetransformen R(s) = 15/s2, och vi vill

undersoka reglerfelet e(t) = r(t) — y(t) da t — oo. Slutvirdessatsen ger

. . . 54 0.2 1
Jm elt) =l sB(s) = I 15 5 0o 13K~ K

Satsen kan anvindas eftersom sF(s) dr asymptotiskt stabilt, d& s?+0.2s + 3K
har positiva koefficienter forutsatt att K > 0. Villkoret blir alltsa

1
lime(t)<1<:>?<1<:>K>1,

t—o00

och vi far ddrmed att |r(t) — y(t)| < 1 stationért for K > 1.

7. Positionen x; och hastigheten x5 for en massa m som &r fést i en fjider och en
dédmpare och som vi kan paverka med en kraft v beskrivs av systemet

. 0 1 0
T = ke x + 1w
y=[1 0]z,

dir = [x1 x2]", k &r fjiderkonstanten och ¢ &r dampningskoefficienten.
Anta i de foljande deluppgifterna att m =1, k =4 och ¢ = 2.



a. Bestdm en styrlag pa formen u(t) = l,r(t) — liz1(t) — laxa(t), f6r nagra kon-
stanter [, I och [y, sa att det slutna systemet, fran referenssignalen r(t) till
métsignalen y(t), far tva poler i s = —a (for ett givet a > 0) och statisk for-
starkning 1. (2 p)

b. Vi vill skatta tillstandsvariablerna med hjilp av styrsignalen u, métsignalen y
och en observerare pa formen # = A%+ Bu+ K (y—C%). Bestam den konstanta
vektorn K = [k k2|7 sa att skattningsfelet & = x — 2 beskrivs av ett linjért
system Z = A,&, dir matrisen A, har tvi egenvirden A\ = —j3 (for ett givet

B> 0). (1p)

c. Vi kan inte méta alla tillstandsvariabler och vill darfér anvinda styrlagen som
vi bestamt med skattningarna av tillstindsvariablerna som vi far fran obser-
veraren. Anta att a ar givet. Foresla ett lampligt val av 8 och motivera ditt
val. (1p)

Solution

a. Med de angivna parametervirdena blir systemet

. 0 1
xTr =
-4 -2

y=[1 0]z=Cx

T+ uw= Az + Bu

(1)

Vi vill bestimma en tillstandsaterkoppling u(t) = l,r(t) — Lx(t), dar L =
[} Io]", sa att det slutna systemet (systemet fran r till y) far polpolynomet

(s +a)? = s* + 2as + . (2)
Insédttning av styrlagen i (1) ger oss det slutna systemet

&= (A— BL)x+ Blyr
y=Cuz.

Polerna till systemet dr desamma som egenvirdena till matrisen A — BL, vilka
ges av nollstéillena till det karakteristiska polynomet

p(s) = det(s] — (A — BL)) = det ([; 2] — l—O‘l _12] + [(1)] [l lg])

S —1

2
=54+ 24+1)s+4+1.
4—|—l1 S—|—2—|—l2 ( 2) !

:det[

Vi ska vélja parametrarna [ och I i var styrlag sa att detta polpolynom ar lika
med det specificerade polpolynomet (2). Identifiering av koefficienterna ger att
detta ar uppfyllt om

2+ 1y = 2o h=a?-4
& :
441 = a? lo =2(a—1)
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Den statiska forstirkningen ges av G(0). Overforingsfunktionen for det slutna
systemet ar

S -1

G(S)ZC’(sI—(A—BL))_lBlT:[1 0][0‘2 s+ 2a

Vi far da

-1
ow=i o[22 Pren o2 =t

och kravet att den statiska forstarkningen ska vara 1, G(0) = 1, ar alltsa
uppfyllt ifall vi véljer I, = o?.

. Skattningsfelet for den valda observeraren dndras med tiden som
i=1i—2=Ax+ Bu— At — Bu— KCx + KC% = (A — KC)z.

Vi vill se till att egenvirdena for matrisen A, = A — KC' ges som nollstéllen
till det karakteristiska polynomet

(s+ B8)? = s> +28s + 2. (3)

Egenvardena ges av

s 0 0 1 k1
=det(s] — (A — KC)) = det — 1 0
st —ca—xen - ([2 9 ][]0 o)
s+k -1
= det =52+ (k1 +2)s + 2k + 4 + ko.
ek 542 s+ (k1 +2)s+ 2k +4+ ks

Vi ska vélja parametrarna ki och ko i observeraren sé att detta polpolynom
ar lika med det specificerade polpolynomet (3). Identifiering av koefficienterna
ger att detta ar uppfyllt om

ki +2=283 ki1 =2(8—1)
= .
{2k1+k2+4=52 {k2=ﬂ24ﬁ

. Ett system med poler i vinster halvplan ar snabbare desto langre fran origo
som polerna ligger. Vi maste se till att skattningen av tillstandsvariablerna
ar snabbare &n dynamiken for det slutna systemet med var anvdnda styrlag,
sa att det skattade tillstandet &r tillrackligt néra det riktiga innan styrlagen
hinner paverka systemet allt for mycket baserat pa felaktiga antaganden om
tillstandsvariablernas virden. Det maste alltsa gélla att 8 > «, och ett [ampligt
val kan exempelvis vara 8 = 2a.
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Figur 5: Bodediagram till uppgift 8.

8. Bodediagrammet for ett system Go(s) visas i figur 5.

a. Vad blir utsignalen y(t) fran systemet Go(s) (efter att transienten har dott ut)
da insignalen till detta ar u(t) = sin(10¢)? (1p)

b. Vi vill gora systemet snabbare genom att inféra en kompenseringslink Gy(s)
s& att Go(s) ersitts med Gy (s) = Gi(s)Go(s). Bestdm en kompenseringslink
Gi(s) sadan att systemet G (s) far en skérfrekvens w? som &r fem génger sd
stor som for Go(s), samt en fasmarginal ¢y > 45°. (2.5 p)

Solution

a. Da insignalen till ett linjart tidsinvariant system Gp(s) ar en sinussignal sa
blir utsignalen en fasférskjuten sinussignal med samma frekvens, fasdndring
arg Go(iw) och en amplitud som ér en faktor |G (iw)| storre an insignalens. Vi
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far alltsa utsignalen
y(t) = |Go(104)| sin(10t + arg Go(104)) = 0.1sin(10t — ),

genom avlisning av amplitud och fas i Bodediagrammet. Notera att fasand-
ringen maste anges i radianer, eftersom enheten maste vara samma som for
wt.

. Systemets skirfrekvens kan héjas med hjilp av en fasavancerande lank

s+b
s+bN’

Gk(s) = KkN

Skarfrekvensen for det okompenserade systemet erhalls genom avlasning av
|Go(iwe)| = 1 som w. = 2. Vi vill att den nya skérfrekvensen ska vara fem
ganger sa stor, d.v.s. w¥ = 10. Vid denna frekvens ar arg Go(iwyY) = —180°.
Eftersom vi vill ha en fasmarginal p& ¢y > 45° for det kompenserade systemet
maste vi alltsd oka fasen vid wy¥ med 45°. I diagrammet som visar sambandet
mellan N och fasokningen i formelsamlingen ser vi att N = 6 ar ett val som
uppfyller detta. Den maximala fasokningen fér kompenseringslanken sker vid
w = by/N, och eftersom vi vill placera denna vid den nya skérfrekvensen far vi

wy 10

N V6

Slutligen maste vi se till att uppfylla |Gg¥ (iw)| = |Gk (iw?)Go(iw™)| = 1,
s& att den 6nskade skérfrekvensen verkligen blir skérfrekvens, vilket kan goras
genom att vélja Kj lampligt. Fran formelsamlingen far vi att |Gi(iwyY)| =
KiV/'N, och avlisning i Bodediagrammet ger att |Go(iw2)| = 0.1. Skirfre-
kvensen blir alltsa den dnskade om

WY =b/N = b=

0.1KxVN=1 = K;=10/6.
En kompenseringsliank som uppfyller specifikationerna dr ddrmed

1 4.
s+b o /eEE 0/V6 ., -5+4.08

Gr(s) = KN = H—.
k(s) = Ky s+ bN s+10v6 s+ 24.5
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