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En process kan beskrivas med féljande differentialekvation:

ay(t) +y(t) = u(t)

. Bestdm processens 6verforingsfunktion Gp(s).

(1p)

. Bestam systemets poler och nollstéllen (i termer av a), om de finns. For vilka

viarden pa a ar systemet asymptotiskt stabilt?

(1.5 p)

. For att identifiera a utfér man nagra enkla experiment: stegsvar och frekvens-
svar. I figur 1 visas det stegsvar och Bodediagram som fas fran experimenten.

Bestdm a utifrén nagot av diagrammen. Motivera ditt svar.
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Figur 1: Stegsvar och Bodediagram for uppgift 1.

(1p)



Solution

a. Laplacetransformation ger:

asY +Y =U
1
& Y= U
1+as
——
=Gp(s)

b. Nollstéllen till Gp ges av téljarens nollstéllen. Inga sadana finns.
Poler ges av ndmnarens nollstéllen. Det finns en pol i s = —1/a.

Systemet dr asymptotiskt stabilt da alla poler har strikt negativ realdel. D.v.s.
asymptotiskt stabilt da a > 0.

c. Systemets tidskonstant dr a, och motsvarar den tid det tar att na 63% av
slutvirdet i ett stegsvar. Se foreldsningsanteckningarna Exempel 3.1. Avldsning
i stegsvaret i figur 1 ger att a = 2.

Bodediagrammet har det typiska utseendet for en process av férsta ordningen,
se formelsamling s.9. Vi kan se att brytpunkten &r vid frekvensen w = 0.5, och
darfor ar a = 2.

Svar: a = 2.



Ett automatiskt bevattningssystem méter kontinerligt fukthalten i jorden och
tillfor vatten med hjilp av en stéllbar ventil. Malet ar att fukthalten ska ligga
pa ratt niva for grodorna, trots variationer i vader och vind, dar t. ex. solsken
orsakar avdunstning och regn tillfér vatten.
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Figur 2: Illustration av ett bevattningssystem.

. Betrakta bevattningssystemet, sdsom det &r beskrivet ovan, som ett regulator-
problem och foresla vad som &r

i. maétsignal (alt. utsignal) y
ii. styrsignal (alt. insignal) u
iii. laststorning (alt. storsignal) [

Motivera ditt svar. (1p)

. Lantbrukaren som &dger bevattningssystemet mérker att det presterar sdmre
vissa dagar d& dven grannen anvdnder mycket vatten. Hon identifierar att det
beror pa att trycket i vattenledningen da sjunker och att ventilinstdllningen
behover anpassas for att fa énskad méngd vatten till falten. Eftersom det tar
for lang tid att styra ventilen via aterkoppling fran fuktmétningen, inser lant-
brukaren att hon boér anvinda en alternativ regulatorstruktur.

Hon forstar att regulatorstrukturen i figur 3 &r lampligast.

i. Vad kallas regulatorstrukturen?

ii. Vad motsvarar signalerna y; och yo i detta fall?
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Figur 3: Bevattningssystemets nya regulatorstruktur i uppgift 2-b.

(1p)




Solution

i

—

i

—-

ii.

i.

. métsignal (alt. utsignal) y: det vi vill styra. I detta fall fukthalten i jorden.

styrsignal (alt. insignal) u: det vi styr med hjélp av. I detta fall det tillforda
vattnet, alternativt ventilinstéllningen.

laststorning (alt. storsignal) I: det som stor processen och gor den oforut-
sdgbar och skapar behovet av reglering: variationer i vider och vind, t ex
avdunstning och regn .

!
r e Y
Gr 45— Gp

. kaskadreglering, kaskadkoppling

y1 ar fortsatt det vi vill styra, d.v.s. fukthalten i jorden, medan ys &ar det
vi 6nskar styra med hjélp av, d.v.s. vattentillférseln.

P2 motsvarar ventildynamiken (som stors av tryckvariationer pga gran-
nen), och P1 ar sjélva féltet som bevattnas (som stors av viader och vind).
I det enklare blockdiagrammet ovan motsvarar G p kombinationen av P1
och P2. Nu regleras istéllet vattentillforseln till 6nskat styrsignalvirde wu
med hjalp av den inre kretsen, medan problemet vi behandlade i delupp-
gift a beskrivs av den yttre kretsen.



3. Betrakta ett system vars Nyquistdiagram &r givet i figur 4. Bestdm om vart
och ett av pastaendena nedan ar sant eller falskt. Motivera dina svar vil. Varje
ratt svar med korrekt motivation ger 0.5 p.

i.

ii.

iii.

iv.

Systemets amplitudmarginal ar 2.

Om systemet aterkopplas med en P-regulator med K = 3 blir det slutna
systemet instabilt.

Systemet har (exakt) tre poler och ett nollstélle.
Systemet har dodtid, d.v.s. en tidsfordrojning.
Systemet har odndlig dédtidsmarginal
(2.5 p)
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Figur 4: Nyquistdiagram for uppgift 3. I figuren ar Nyquistkurvans skérningspunkt
med enhetscirkeln och den reella axeln markerade.

Solution

i.

ii.

iii.

iv.

Systemets amplitudmarginal dr 2. Sant. Nyquistkurvan skér den reella
axeln vid 0.5. Forstdarkning med A,, = 2 innebér att denna punkt hamnar
i-1.

Om systemet aterkopplas med en P-regulator med K = 3 blir det slutna
systemet instabilt. Sant, eftersom K = 3 > A,, och kurvan da far -1 till
héger om sig.

Systemet har (exakt) tre poler och ett nollstélle. Falskt. Detta syns pa
argumentet da w — oo som ar -270°. Varje pol bidrar med -90° och varje
nollstélle med +90° om det &r i VHP och -90° om det ar i HHP. Oavsett
kan inte tre poler och ett nollstdlle summera till -270°.

Systemet har dodtid, d.v.s. en tidstérdrojning. Falskt. En tidsfoérdréjning
skulle f& Nyquistdiagrammet att snurra in mot origo, eftersom arg(e~“!) =
—wlL

Systemet har odndlig doédtidsmarginal. Falskt. Dédtidsmarginalen ges av
Ly, = ¢m/we och ar dndlig (eftersom w, > 0).
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Figur 5: Stegsvar for uppgift 4-b. Notera att ett stegsvar blir 6ver.

Ett linjart system kan beskrivas med féljande tillstandsbeskrivning;:
2 2], .0
T = x U
0 05 1 (1)
y=[1 0]z
a. Ar systemet styrbart? (1p)
b. Man ska gora en tillstdndsaterkoppling péa systemet och Gvervéger tva olika
polplaceringar:
Polplacering 1 s19 = —3 £ 44,
Polplacering 2 s; 2 = —5
Para ihop réatt polplacering med rétt stegsvar i figur 5. Motivera ditt svar och
notera att ett stegsvar blir 6ver. (1p)
c. Designa en tillstandsaterkoppling v = k,r — Ka som placerar polerna enligt
polplacering 1 eller 2 (vilj sjéalv!). Se &ven till att den statiska forstdrkningen
fran referensvérde r till utsignal y ar 1. (2 p)
d. Man ar orolig for att inte kunna mata bada tillstanden, och fragar sig om det
ar mojligt att skatta (d.v.s. rekonstruera) tillstandsvektorn genom att enbart
studera y och u och anvinda ett Kalmanfilter.
Ar detta mojligt for systemet (1)? Motivera ditt svar noga. (1 p)
e. Systemet (1) ovan har erhéllits genom en linjirisering av ett olinjirt system

runt en stationdr punkt. Man upptécker att det olinjira systemet dndrats och
det behévs en ny linjarisering.

Linjarisera darfor féljande system

T1 = —2x1 + acosxy + 2x129
To = —sinzo +u
Yy =.
Runt den stationdra punkt dar styrsignalen ug = 1. (2 p)



Solution

a. Vi berdknar styrbarhetsmatrisen

0 2
W, =[B AB] = )
1 05
som uppenbarligen har full rang (tva linjart oberoende kolonner/rader).

Systemet ar alltsa styrbart.

b. Vi observerar att bada polplaceringar ger polerna beloppet wg = 5. Darfor
forviantar vi oss att de ger lika snabba stegsvar. Tva av stegsvaren A, C &r lika
snabba (stigtid ca 0.5 sekunder). Vi kan dérfor forkasta B.

Med reella poler forvintar vi oss ett stegsvar utan oversling (om nollstéllen
finns kan 6verslédng fas dnda, men i detta fall finns inga nollstéllen). Med kom-
plexa poler med en inte alltfor lag relativ ddmpning, sasom i polplacering 1,
forvantar vi oss en markant overslang, men inte alltfér stora oscillationer.

Darfor: Polplacering 1 — C, Polplacering 2 — A.

c. Detta ar en standarduppgift sa 16sningen utelamnas.
Rétt svar: Polplacering 1: K; = [8.5 4.5], k., = 12.5, Polplacering 2:
Ky =[45 85|, k, = 12.5.

d. Om systemet ar observerbart &r det mojligt att skatta tillstandsvektorn uti-
fran y och u. Se kurskompendiet. Vi soker alltsd ett svar pd om systemet ar
observerbart. Vi beraknar observerbarhetsmatrisen

W ¢l (1 0
o lcA]l |2 2]
som uppenbarligen har full rang (tva linjért oberoende kolonner/rader).

Systemet &r alltsa observerbart, och svaret pa fragan ar ja.

e. Detta ar en standarduppgift sa l6sningen utelamnas.

Rétt svar: Stationar punkt: z19 =0, x20=7m/2, uo=1.

2471 —a
Az = Ax + Au
0 0
Ay=1[1 0]Ax



5.  Denna uppgift handlar om ett andra ordningens system givet av
1
s2 + 55+ 2
—_———
Gp(s)

Y(s) = Ul(s),

som vi kommer att dterkoppla med en regulator enligt figur 6.

GR GP

Figur 6: Reglerkrets med enkel aterkoppling.

Tips! Glom ej att sikerstalla att forutsattningarna ar uppfyllda for eventuella mate-
matiska samband du anvdnder dig av ¢ denna uppgift!

a. Betrakta forst det 6ppna systemet. Lat styrsignalen u(t) = 2sin(¢) och bestam
y(t) da denna styrsignal legat pa en lang tid. (1.5 p)

b. Systemet aterkopplas forst med P-regulatorn Gr(s) = K. Bestdm 6verforings-
funktionerna (i) fran referenssignal r till reglerfel e, och (ii) fran referenssignal r
till métsignal y. (1p)

c. Lat fortsatt Gr(s) = K. Bestdm det stationira felet limy_, o e(t) vid ett en-
hetssteg i referenssignalen r. Uttryck felet i termer av K. (1p)

d. Da K okas minskar det stationéra felet, och systemets svar blir dessutom snab-
bare. Varfor kan det trots det vara olampligt att vélja ett mycket stort K for
vart system? Ge (minst) ett argument. (1p)

e. For att eliminera felet provar vi istéllet en Pl-regulator pa formen

Gr(s) = K (1 + S;) . (2)

Lat K = 1. For vilka viarden pa T; ar det slutna systemet asymptotiskt stabilt?

(L5 p)
Solution
1
a. Det giller att Y(s) = 2512 U(s). Vi noterar att Gp(s) har alla poler
—_——
Gp(s)

i vanster halvplan da polpolynomet &r av andra ordningen och med positiva
koefficienter (se formelsamling). Alltsa ar Gp(s) asymptotiskt stabilt och re-
sultatet om frekvenssvar géller. Det vill sdga att om wu(t) = Asin(wt) sa ar,
efter lang tid, y(t) = A|Gp(iw)|sin(wt + ¢), dar ¢ = arg(G(iw)).

Hér ar u(t) = 2sin(t) sa vi berdknar

0

|Gp(i)] =

1 1 1
i2+5z+2’ 12+5° /26



och
arg(G(i)) = —arg(l 4 5¢) = —arctan(b) ~ —1.37.

Svar

y(t) =

sin(t — 1.37)

2
V26

efter lang tid.

Fér full podng bor man inse att stabilitet dr ett villkor for frekvenssvaret, givet ledtra-
den. Man ska inte heller gora slarvfel, t.ex. glomma amplituden 2 pa insignalen.

. Med hjélp av standardmetoder fas

- _ Gp(s)Gr(s)
Groy(s) = GoLls) = TG 05 Grts)
och 1
Grose(s) = S(s) = 1+ Gp(s)Gr(s)
Inséttning ger
K
GCL(S) - 82+53+2+K
och
52 + 5s+ 2
S(S)_ S2+55+2+K

. Det giller att FE(s) = S(s)R(s). Vi noterar att S(s) har alla poler i véns-
ter halvplan om K > —2, da polpolynomet &r av andra ordningen och i sa
fall har positiva koefficienter (se formelsamling). Darfor existerar gransvirdet
lim;_,~ e(t) och vi kan anvinda slutvirdessatsen for att berdkna det.

. . . 1 2
tlg]cr)lo e(t) = ll_r}(l) sE(s) = ll_r)I[l] sS(s)g =5 K

Fér full poing bor man inse att stabilitet dr ett villkor for grinsvdrdets existens och
kontrollera detta.

. Ett stort K innebér en stor forstarkning. Styrsignalen u(t) = Ke(t) behover
da bli valdigt stor om det foreligger ett reglerfel e(t). Det &r inte sidkert att
en sa stor styrsignal kan stéllas ut av stélldonen — styrsignalen blir méttad.
Som vi sett i labbar och simuleringar innebér det en férsémrad prestanda om
styrsignalen mattas, jamfért med att valja ett lampligt K fran borjan.

Ett lampligt argument &r alltsa: Regulatorn kan inte stilla ut sa stora
styrsignaler — v maittas.

Ett annat problem &r att systemet blir storningskénsligt. Med ett stort K for-
starks métbrus. Méatbrus kan innebéra att regulatorn (felaktigt) tror att det
foreligger ett reglerfel som den forsoker kompensera for. Har bér man lagpass-
filtrera.

Ett annat argument ar alltsa: En for hog forstirkning gor systemet stor-
ningskansligt.

Slutligen ett argument som kriver lite mer analys: ett stort K kommer att driva
ut systemets poler allt langre ut i det komplexa talplanet. Se rotort nedan. Det

10



gor systemets svar alltmer oscillativt, med strora overslangar, vilket normalt
sett ej ar onskvart.

Ett tredje argument ar alltsd: En hog forstarkning ger polerna stor ima-
gindrdel och systemet oscillativt.

Root Locus

o
o o
T

Imaginary Axis (seconds'w)
S
o

I I I
5 -4 -3 2 -1 0 1
Real Axis (seconds'w)

e. Det slutna systemets 6verforingsfunktion ges av

Gonl(s) = Gp(s)Gr(s) K(T;s+1)
L T I Y Gp(s)Gr(s) Ti(s2+55+2) + KTis+ K
K(Tis+1)

T TS +5T2+ 2+ K)Tis+ K

Polerna fis ur ekvationen Tjs3 + 5T;s2 + (2 + K)Tjs + K = 0 <— %+
552 4+ (2 + K)s + K/T; = 0. Enligt resultat i formelsamlingen krivs for att
$3 +a15% + azs +as ska ha rotter i VHP att aq, as, a3 > 0 och ajas > as. Detta
ar tillrackliga och nédvéandiga villkor. Alltsa behover vi att 5(2 + K) > K/T;.
Instéttning av K = 1 och omformning ger

1
T > —|
"7 15

Att villkoret ger en nedre grans for T; ar rimligt eftersom integraldelen har
forstarkningen 1/T;, dvs, ett litet T; ger storre forstéarkning.

For fler eller mer utvecklade argument hénvisas till foreldsningsanteckningarna.
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Figur 7: European Robotic Arm, som sedan 2021 finns pa ISS, och som i denna
tentamen modelleras med Gp(s) i uppgift 6. Bild fran European Space Agency.

6. P& rymdstationen ISS finns en lang robotarm som anvénds for att serva sol-
panelerna. For att spara vikt dr den mycket tunn. Det far som konsekvens att
armen har en tendens att svinga mycket om man roér den hastigt. Overforings-
funktionen fran motorn som styr armen till positionen hos spetsen pa armen
ges av:

32 —s

Grls) = oo

Bodediagrammet for Gp(s) visas i figur 8. Man 6nskar anvanda aterkoppling
fran positionen enligt figur 6 och designa en regulator for att styra armen.

Man provar forst en P-regulator Gr(s) = K med K = 1. Det slutna systemet
ar stabilt, men har for dalig prestanda. Dess stegsvar syns i figur 10.

a. For att forbattra prestandan tas en fasavancerande ldnk fram enligt:

1+ s/3.46

G} =0.58—FF—FF——
K(5) 1+ s/(3-3.46)

i. I figur 9 finns tre Bodediagram A-C. Vilket av dem motsvarar det 6ppna
systemet Go(s) = Gk (s)Gp(s)?
Ledning: Identifiera koefficienterna Kg, b och N i ldnken och ta hjdlp av for-
melsamlingen.

ii. I figur 10 finns tre stegsvar 1-3. Vilket av dem motsvarar det slutna sy-
stemet med regulatorn Gg(s) = GL(s)?

Motivera dina svar noga. (2 p)

b. Det dr mycket viktigt att kunna folja referensdndringar for armen med stor
noggrannhet. Det stationira fel som kvarstar med regulatorn Gg(s) = Gk (s)
ar darfor inte acceptabelt.

Foresla en link G%(s) si att regulatorn Gg(s) = Gk (s)G%(s) eliminerar det
stationéra felet helt. Sakerstall att det slutna systemet forblir asymtotiskt sta-
bilt. (2 p)
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Figur 8: Bodediagram for processen Gp(s) =

Solution

a.

Denna fasavancerande ldnk togs fram i tentan 2023-03-16 uppgift 6. Se facit
dér for hérledning av linken.

i. Vi identifierar b = 3.46, N = 3, Kx = 0.58. Lénken oOkar fasen ca 30°
(eftersom N = 3, se diagram i formelsamling) vid frekvensen w = 3.461/3 ~ 6
rad/s. Lankens forstarkning vid denna frekvens &r K K\/N ~ 1.0.

Notera att skérfrekvensen for Gp(s) ar just 6 rad/s. Vi forvintar oss darfor
att Go(s) = Gp(s)Gk(s) ska ha samma skérfrekvens (eftersom lénkens for-
starkning ar 1). Vi kan alltsd eliminera Bodediagram B som har en annan
skérfrekvens.

Bodediagram C har en fas vid w = 6 rad/s som é&r ligre &n Gp. Vi kan allsa
eliminera Bodediagram C.

Kvar finns A, som har precis de egenskaper vi forvintar oss: samma skér-
frekvens, en “bula” pa fasen vid skérfrekvensen, motsvarande ca 30°, och en
forstarkning vid laga frekvenser som &r ldgre dn Gp.

Svar: Bodediagram A.

ii. Syftet med den fasavancerande ldnken &r att oka systemets fasmarginal
och diarmed gora systemet mer dampat, jamfért med en enkel P-regulator.
Med lénken har vi nu en fasmarginal pa ca 40° (se Bodediagram A), vilket
innebér viss dverslidng, men inga storre oscillationer (en fasmarginal pa 50-60°
rekommenderas vanligen for bra prestanda).Vi kan alltsa utesluta stegsvar 1,
som ar mer oscillativt &n med P-regulatorn.

Stegsvar 2 och 3 skiljer sig at i att det stationédra felet ar néra noll i 3, men
mérkbart (och storre &n med P-regulatorn) i 2. Den fasavancerande lanken
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minskar inte stationéra fel pa egen hand — tviartom ar lagfrekvensforstarkningen
hos lénken bara 0.58, jamfért med 1 hos P-regulatorn. Vi kan darfér utesluta
stegsvar 3.

Svar: Stegsvar 2.

Fér information: Stegsvar 1 motsvarar den fasretarderande linken fran tentan 2023-
03-16 uppgift 6. Stegsvar 3 dr kombinationen av den och en fasavancerande link.

. Denna uppgift kan 16sas pa flera sétt. Oavsett behéver en integrator inforas.

Enklast ar att anvinda en fasretarderande link med M = oo, eftersom felet vid

ett enhetssteg helt ska elimineras. Vi véljer dé G% (s) = 2%, med a = 0.1w, =

0.6. Detta garanterar att fasmarginalen minskar som mest 6°, och eftersom
den befintliga fasmarginalen &r ca 40° enligt Bodediagram A forblir det slutna

systemet stabilt.

Svar: G%(s) = 5128,

Man kan ocksé testa till exempel G2 = 1 + % och berikna Geop, = %
med G = G%. Detta ger Gop, = ﬂ;ﬁ% Dess poler ligger i VHP enligt

kriterierna i formelsamlingen (verifiera!). Den fasavanverande linken G- kan
inte forsdmra det slutna systemets stabilitetsegenskaper (den ¢kar ju fasmar-
ginalen!) och dédrmed &r det slutna systemet stabilt da det aterkopplas med

Gr(s) = Gl (s)G%(s).

14



Bodediagram A
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Figur 9: Bodediagram for tre olika 6ppna system Go(s) = Gp(s)Gr(s). Bodedia-
grammet for Gp(s) ar ocksa inritat for att underldtta jamforelsen. Nagot av Bode-
diagrammen A,B,C hér till kompenseringslinken Gk (s) i 6-a. 15



P-regulator K = 1 1
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Figur 10: Stegsvar for robotarmen i uppgift 6 med regulatorn Gr(s) = 1 i ovre
viinstra hornet. Nagot av stegsvaren 1,2,3 hér till kompenseringslénken G (s) i 6-a.
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