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Poängberäkning och betygssättning
Lösningar och svar till alla uppgifter skall vara klart motiverade. Tentamen omfattar
totalt 25 poäng. Poängberäkningen finns markerad vid varje uppgift.

Betyg 3: lägst 12 poäng
4: lägst 17 poäng
5: lägst 22 poäng

Tillåtna hjälpmedel
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Facit uppdaterad 15 mars 2023. Med reservation för skrivfel i facit. Maila gärna
emma.tegling@control.lth.se om du hittar något fel eller har frågor om någon lösning!

1. En process kan beskrivas med den olinjära differentialekvatinen

ÿ(t) + a1ẏ(t) + a2√
y(t)

= u2(t)

med konstanterna a1 > 0 och a2 > 0.

a. Skriv systemet på tillståndsform. (1 p)

b. Beräkna den stationära punkten då u(t) = 1. (0.5 p)

c. Linjärisera systemet kring den stationära punkten från b..
Om du inte har ett svar från b. kan du linjärisera kring en okänd stationär
punkt x0, u0, y0. (1.5 p)

d. Är det linjäriserade systemet asymptotiskt stabilt om koefficienterna a1 = 2,
a2 = 3? (1 p)

Solution

a. Inför tillstånden x1 = y och x2 = ẏ. Då ges systemet på tillståndsform av:

ẋ1 = ẏ = x2 = f1(x1, x2, u)

ẋ2 = ÿ = −a1x2 −
a2√
x1

+ u2 = f2(x1, x2, u)

y = x1 = g(x1, x2, u)

b. Den stationära punkten ges gå derivatorna är 0:

0 = ẋ0
1 = x0

2

0 = ẋ0
2 = −a1x

0
2 −

a2√
x0

1

+ (u0)2

y0 = x0
1

Från den första ekvationen fås direkt x0
2 = 0 och med detta insatt i den andra

ekvationen och med u0 = 1 fås: 1 = a2√
x0

1
⇐⇒ x0

1 = a2
2. Slutligen fås y0 =

x0
1 = a2

2
Den stationära punkten ges alltså av

(x0
1, x

0
2, u

0, y0) = (a2
2, 0, 1, a2

2)

c. Partialderivera f1, f2 och g. Insättning av den stationära punkten ovan ger:
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A =
[ ∂f1

∂x1
∂f1
∂x2

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

]

∣∣(x0
1,x0

2,u0)
=
[ 0 1

a2
2x

3/2
1
|x0

1=a2
2
−a1

]
=
[ 0 1

1
2a2

2
−a1

]

B =
[ ∂f1

∂u
∂f2
∂u

]

∣∣(x0
1,x0

2,u0)
=
[

0
2u|u0=1

]
=
[

0
2

]

C = [ ∂g
∂x1

∂g
∂x2

]∣∣(x0
1,x0

2,u0)
= [ 1 0 ] , D = [ ∂g

∂u
]∣∣(x0

1,x0
2,u0)

= [ 0 ]

Inför de nya tillstånden som avvikelsen från den stationära punkten: ∆x1 =
x1−x0

1, ∆x2 = x1−x0
2, ∆u = u−u0 och ∆y = y− y0. Då fås det linjariserade

systemet som:

∆ẋ = A∆x+B∆u
∆y = C∆x

med matriserna från ovan.

d. Överföringsfunktionen G(s) ges av:

G(s) = C(sI −A)−1B +D = [ 1 0 ]
[
s −1
−1
2a2

2
s+ a1

]−1 [ 0
2

]

= 1
s(s+ a1)− 1/(2a2

2) = [ 1 0 ]
[
s+ a1 1

1
2a2

2
s

] [
0
2

]
= 2
s2 + a1s− 1/(2a2

2)

Då a1 = 2 > 0 och a2 = 3 > 0 är inte alla koefficienter i nämnarens polpo-
lynom av andra graden positiva. Därmed är systemet instabilt enligt s. 12 i
Formelsamlingen.
För att lösa uppgiften behöver dock givetvis inte överföringsfunktionen tas
fram. Insättning av a1, a2 i A ger

A =
[

0 1
1/18 −2

]
.

Matrisens egenvärden fås ur ekvationen det(sI −A) = 0, dvs

det(sI −A) = s(s+ 2)− 1/18 = s2 + 2s− 1/18 = 0.

Eftersom andragradspolynomets koefficienter ej är positiva har ekvationen ej
alla rötter i vänster halvplan. Därmed är systemet instabilt.
TIPS! När matriser är på den form som A har, kallad companion form på
engelska, är deras karakteristiska ekvationer enkla att läsa av direkt ur ma-
trisen. Se även uppgift 4, och formelsamlingen s. 4. Att inse detta kan spara
tid.
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2. Blodsockernivån i människokroppen regleras bland annat genom att det ut-
söndras insulin som hjälper cellerna att ta upp socker från blodet. Detta mot-
verkar de variationer i blodsockret som annars uppkommer på grund av matin-
tag, fysisk aktivitet och så vidare. För den som har diabetes så fungerar inte
detta system och blodsockernivån blir farligt hög utan behandling med insulin.

a. Betrakta blodsockerregleringen, så som den är beskriven ovan, som ett regler-
tekniskt problem och föreslå vad som är

i. mätsignal (alt. utsignal) y
ii. styrsignal (alt. insignal) u
iii. referenssignal r
iv. störsignal d

Motivera ditt svar. (1 p)

b. Man har en automatisk insulinpump för vilken man vill designa en PID-
regulator på formen:

GR(s) = K

(
1 + 1

sTi
+ sTd

)
.

Eftersom kroppens blodsockerreglering är ett komplext system saknar man en
modell för dynamiken. Man använder sig därför av ett stegsvarsexperiment,
som visas i figur 1.1 Här har man använt ett enhetssteg i insignalen:2

u(t) =
{

1 t ≥ 0
0 t < 0.

Ta fram PID-regulatorns parametrar enligt lambdametoden. Låt λ = T .
(1.5 p)

Solution

a. i. mätsignal (alt. utsignal) y: det vi vill styra/reglera i processen, d.v.s.
blodsockernivån (i blodet).

ii. styrsignal (alt. insignal) u: det vi styr med hjälp av, d.v.s. insulinutsönd-
ringen.

iii. referenssignal r: önskat värde på mätsignalen, det vi vill åstadkomma, dvs
önskad eller normal blodsockernivå.

iv. störsignal d: sådant som påbverkar processen och mätsignalen, men som
vi inte kan råda över i regleringen, dvs matintag, fysisk aktivitet etc.

Kommentar: Mätbrus är självklart också en typ av typ störsignal, men det finns
inte beskrivet i texten. Mätbruset är också sekundärt i sammanhanget, eftersom
denna reglertekniska process är ett typiskt regulatorproblem där målet är att
hålla en jämn blodsockernivå trots stora störningar i form av sockerintag eller
-förbränning.

1Detta stegsvar är artificiellt konstruerat för denna tenta, och motsvarar inte nödvändigtvis den
verkliga dynamiken.

2Signalen u(t) anges i en godtycklig enhet. Du kan betrakta både insignal u(t) och utsignal y(t)
i stegsvaret som enhetslösa när du löser uppgiften!
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Figur 1: Stegsvar för PID-regulator-design enligt lambdametoden i uppgift 2-b. Ett enhets-
steg har använts i insignalen. Du kan betrakta både in- och utsignal som enhetslösa när du
löser uppgiften.

b. Använd formelsamlingen, sidan 17. Den efterfrågade PID-regulatorn är given
på parallellform och vi använder λ = T . Vi läser av ur stegsvaret:

• Dödtid L = 100 sekunder.
• Tidskonstant till 63% av maxvärdet: 400− 100 = 300 sekunder.
• ∆y = 0.1
• ∆u = 1 (givet i uppgiften)

Insättning ger:

Kp = ∆y
∆u = 0.1 =⇒ K = 1

0.1
L/2 + T

L/2 + T
= 10,

Ti = 300 + 100/2 = 350,

Td = 300 · 100
100 + 2 · 300 = 300

7 ≈ 43.

3. Betrakta en process GP (s), vars Bodediagram visas i Figur 2.
Svara på om vart och ett av följande påståenden är sant eller falskt. Motivera
ditt svar noga.
Poängfördelning: påstående (i)-(iv) ger 0.5 p vardera, (v)-(vi) ger 1 p vardera.

i. Processens överföringsfunktion har minst ett nollställe.
ii. Om processen återkopplas med en P-regulator med förstärkning K = 8

blir det slutna systemet instabilt.
iii. Processen skulle varit snabbare om skärfrekvensen vore ωc = 1 rad/s

istället för nuvarande skärfrekvens.
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Figur 2: Bodediagram för uppgift 3.

iv. Med en fasretarderande kompensator

GK(s) = s+ a

s+ a/M
,

där man valt a = 0.1ωc och M > 1 (ωc är processens skärfrekvens), så
garanteras att den resulterande kretsöverföringsfunktionen GK(s)GP (s)
har en fasmarginal på minst 40◦.

v. Om processen återkopplas med en P-regulator med förstärkning K = 1
fås inget stationärt fel i utsignalen vid ett steg i referenssignalen.
Överföringsfunktionen från referenssignal r(t) till mätsignal y(t) ges i det-
ta fall av GCL(s) = GP (s)

1+GP (s) .
vi. Processen GP kan ge upphov till frekvenssvaret som visas i figur 3.

(4 p)

Solution

i. Falskt. Ett nollställe ger en lutning +1 i Bode-diagrammets amplitudkur-
va och +90◦ i fas asymptotiskt. Detta förekommer inte i Bode-diagrammet
i figur 2.
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Figur 3: Frekvenssvar för uppgift 3. Här har man skickat in signalen u(t) i processen och
mäter signalen y(t) som processens utsignal.

ii. Sant. Amplitudmarginalen är 3.75 (läses av ur Bode-diagrammet vid
fasskärfrekvensen ωp ≈ 1.22). En förstärkning på 8 är därför alltför stor.
(Det är lite svårt att läsa av, en avläsning av beloppet som 0.2 och därmed
en fasmarginal på 5 kommer nog vara vanlig, och är helt okej!)

iii. Sant. Nuvarande skärfrekvens är ωc ≈ 0.55 rad/s. En högre skärfrekvens
gör systemet snabbare.

iv. Falskt. Nuvarande fasmarginal är 41 grader. Den fasretarderande länken
designad på detta sätt sänker fasen med knappt 6 grader och därmed kan
inte 40 graders fasmarginal garanteras. (Det är givetvis också möjligt att
sätta in värden och räkna efter, men tillräckligt att veta att en fasretar-
derande länk sänker fasen samt att garantin att det är med som mest 6
grader gör att 40 grader ej kan garanteras).

v. Sant. Processen har en lågfrekvensasymptot med lutning -1 och därmed
en integrator. Det är känt att processer med integratorer vid återkoppling
ej uppvisar stationära fel vid stegändringar i referensen. Vi kan också
räkna efter, genom att notera att GP (s) = 1

s G̃P (s) där G̃P (0) 6= 0. Det
slutna systemet är asymptotiskt stabilt eftersom vi har positiv amplitud-
och fasmarginal. Därmed kan vi använda slutvärdessatsen:

lim
t→∞

y(t) = lim
s→0

s
GP

1 +GP

1
s

= lim
s→0

1
s G̃P (s)

1 + 1
s G̃P (s)

= lim
s→0

G̃P (s)
s+ G̃P (s)

= 1,

det vill säga noll stationärt fel.
vi. Falskt. Insignalen är u(t) = 1 sin(0.1t) (läs av periodtiden till ≈ 63, dvs

20π). I Bodediagrammet ser vi att |GP (i0.1)| = 6.6, alltså ska insignalen
förstärkas 6.6 gånger i utsignalen om processen är GP . Utsignalen i fre-
kvenssvaret har dock en amplitud på enbart 1.4. Därmed härrör den inte
från GP . (Fasförskjutningen stämmer dock och är på 99 grader.)
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4. Betrakta systemet givet på tillståndsform enligt

d
dt

[
x1

x2

]
=
[
−0.2 −0.01

1 0

] [
x1

x2

]
+
[

1
0

]
u

y = [ 1 0.5 ]
[
x1

x2

]

a. Ta fram systemets överföringsfunktion och bestäm dess poler. (1 p)

b. Man anser att systemet är för långsamt som det är. Bestäm därför en tillstånds-
återkoppling

u = lrr − Lx,
som placerar båda poler i −1, och där den stationära förstärkningen är samma
som i det ursprungliga, icke-återkopplade, systemet. (2 p)

c. I figur 4 visas stegsvaret för det ursprungliga och det återkopplade systemet
(där rätt styrsignal u från b. har använts). Man är nöjd med snabbheten,
men trots att polerna är på den reella axeln noteras en avsevärd översläng i
stegsvaret. Förklara kort vad denna översläng beror på. (1 p)

Figur 4: Stegsvar för uppgift 4-c. Skalan på y-axeln är borttagen för att inte avslöja värdet
på den stationära förstärkningen.

Solution

a. Enklast är att notera att systemet är på styrbar kanonisk form (vilket under-
lättar polplaceringen väsentligt!). Se Formelsamlingen s. 4. Vi identifierar

G(s) = s+ 0.5
s2 + 0.2s+ 0.01 .

Alternativt, beräkna G(s) = C(sI −A)−1B och få samma svar.
Systemets poler ges av rötterna till polpolynomet, d.v.s.,

s1,2 = −0.2
2 ±

√(0.2
2

)2
− 0.01 = −0.1.

Alltså: dubbelpol i -0.1.
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b. Med polerna i -1 ges det önskade polpolynomet av (s+ 1)2 = s2 + 2s+ 1. Med
L = [l1 l2] fås den återkopplade systemmatrisen som

A−BL =
[
−0.2 −0.01

1 0

]
−
[
l1 l2

0 0

]
=
[
−0.2− l1 −0.01− l2

1 0

]
,

vilket har polpolynomet s2 +(0.2+ l1)s+(0.01+ l2). Vi identifierar mot önskat
polpolynom och får

L = [l1 l2] = [1.8 0.99].

Notera: Om systemet är på styrbar kanonisk form fås tillståndsåterkopplingen
alltid på detta enkla sätt, såsom differensen mellan koefficienter i polynomet!
Det återstår att beräkna lr. För det ursprungliga systemet är den stationära
förstärkningen G(0) = 0+0.5

02+0.2·0+0.01 = 50. Efter att ha satt in u = −Lx + lrr

i dynamiken ges överföringsfunktionen från r till y av Gcl(s) = s+0.5
s2+2s+1 lr och

Gcl(0) = 0.5
1 lr. För att få samma statiska förstärkning behöver alltså 0.5lr = 50,

d.v.s.
lr = 100.

c. Överslängen beror på nollstället, som ligger i −0.5. Då polerna låg i −0.1 var de
närmare origo än nollstället, och det hade därför ingen inverkan på stegsvarets
utseende. När polerna ligger i −1 så är dock nollstället närmare och får en stor
inverkan.

5. Vi ska reglera vattennivån h i en cylindrisk tank i ett bevattningssystem.
Inflödet x i tanken bestäms av ventilen och utflödet v av pumpen, som slår på
då och då när någon brukare använder vatten. Målet är att hålla nivån i tanken
konstant. Vi antar att alla värden avser avvikelser från en referenspunkt, det
vill säga, vi önskar hålla nivån h = 0.
Processen är avbildad i figur 5 och i blockschemat i figur 6.
Ventilen beskrivs av överföringsfunktionen

GV (s) = 1
0.5s+ 1 .

Eftersom volymförändringen i tanken Adh
dt = [inflöde - utflöde] = x(t) − v(t),

där A är tankens area, fås att vattennivån ges av

H(s) = 1
As

(X(s)− V (s)),

vilket i sin tur ger överföringsfunktionen GT (s) för tanken.

a. Ta fram överföringsfunktionen från v till h då enbart framkoppling används.
Notera! Du förväntas sätta in uttrycken för GV och GT ! (0.5 p)

b. Ett lämpligt val av framkoppling är GF F = 1. Varför är detta lämpligare än
det val som eliminerar överföringfunktionen i a.? (0.5 p)

9



Exempel
F15: Framkoppling

Betrakta systemet avbildat i figuren nedan

hTankP-
controller

Feed-
forward

h
�

x

Inflow

Valve

u

v

Pump

Figure 7.2a

7.2 A level control system for a water tank is shown in Figure 7.2a, where all
variables denote o�sets from an operation point. The inflow, x(t), to the
tank is determined by the valve, and the outflow, v(t), is determined by the
pump. Stu Dent has got the assignment to keep the water level in the tank
constant, in spite of variations in the outflow v(t). First, Stu determines the
transfer function Gv(s) from the valve to x(t). By step response experiments,
he obtains the following result:

Gv(s) = 1
0.5s+ 1

a) Because the disturbance v(t) is measurable, Stu first considers a feedfor-
ward compensator to completely eliminate it. Stu, who also knows that
it is dangerous to di�erentiate the disturbance, cancels all the derivative
terms in the compensator. Compute the feedforward compensator, and
determine the response h(t) Stu will get, if the outflow v(t) is changed
stepwise with an amplitude of 0.1.

b) To improve the control system, Stu also introduces a proportional feed-
back of the water level h. What is the steady-state error in the level h
now, if the outflow is changed in the same way as in a)?

7.3 Consider the following system

Y (s) = 2
s+ 3U(s) + 3

s+ 4V (s)

where u is the control signal, y is the output and v is a disturbance. It is
desired that y should be as small as possible despite the disturbance v.

a) Design a feedforward controller from v to u that eliminates the influence
of v on y.

b) Assume that v is a pure sinusoid with amplitude 2. How large will the
control signal be?

c) The real system is described by

Y (s) = b

s+ 3U(s) + 3
s+ 4V (s)

where b value is not exactly known but has its value close to 2. To solve
this problem a P controller is added to the feedforward controller that
was designed in a). The full controller looks like

U(s) = �KY (s) + Ff(s)V (s)

where Ff(s) is the feedforward controller. What is the stationary error if
v = 1?

45

a)Rita ett blockdiagram för processen med de tv̊a regulatorerna.

Föreläsning 13. Regulatorstrukturer och implementering

uFB

uF F

ur

v1

yGFB

GF F

GP1 GP2
��

Figur 13.5 Framkoppling i exempel 13.2 då störflödet v1 kommer in i den övre tanken.

Överföringsfunktionen GP1 beskriver sambandet mellan inflödet och utflödet
i den övre tanken, medan GP2 beskriver sambandet mellan inflödet och nivån i
den undre tanken. Här har vi bortsett från pumpens dynamik och antagit att
styrsignalen u ger det styrda flödet. Den vanliga återkopplingsdelen av regulatorn
ges av överföringsfunktionen GF B, som alltså bestämmer återkopplingstermen uF B
i styrsignalen baserat på referensvärdet r och mätsignalen y.

Slutligen har vi störsignalen v1. Eftersom störflödet kommer in på samma stäl-
le som det styrda flödet adderas det till ingången på processen. Störsignalen v1
skickas till framkopplingsdelen av regulatorn GF F , vilket resulterar i att vi får en
framkopplingsterm uF F . Regulatorns styrsignal ges alltså av

u = uF B + uF F

I detta exempel är det uppenbart hur framkopplingsdelen av regulatorn ska
bestämmas. Om vi väljer GF F = −1 så att

UF F = GF F V1 = −V1

kommer störflödet aldrig att ge upphov till någon ändring i nivån y. Det är ju också
uppenbart i figur 13.4 att en ändring i störflödet v1 bör ge upphov till en lika stor
ändring i det styrda flödet u med omvänt tecken.

Vi övergår nu till att studera problemet då störflödet v2 kommer in i den undre
tanken. Blockschemat för problemet visas i figur 13.6.

Den optimala framkopplingen är en framkoppling som gör att e�ekten av varia-
tioner i störsignalen aldrig syns i mätsignalen. Vi kan alltså räkna ut den optimala
framkopplingsöverföringsfunktionen GF F genom att beräkna överföringsfunktionen
mellan v2 och y och sedan välja GF F så att denna överföringsfunktion blir noll. Vi
behöver dock inte göra detta. Det räcker att betrakta överföringsfunktionen mellan
v2 och signalen x i figur 13.6. Signalen x svarar mot inflödet till den undre tanken.

Överföringsfunktion mellan v2 och x fås ur

X = V2 + GP1(UF B + UF F) = GP1UF B + (1 + GP1GF F)V2

Detta ger den optimala framkopplingsdynamiken

GF F = −
1

GP1

uFB

uF F

ur

v2

yxGFB

GF F

GP1 GP2
��

Figur 13.6 Framkoppling i exempel 13.2 då störflödet v2 kommer in i den undre tanken.

116

Ventilen (“valve”) har överföringsfunktionen (fr̊an u till x)

GP1(s) =
1

0.5s + 1
.

Eftersom volymförändringen i tanken dh
dt

= Adh
dt

= qin � qut = x(t)� v(t) f̊as att mätsignalen (niv̊an) ges av

Y (s) = H(s) =
1

As
(X(s) � V (s)).

b) Ta fram överföringsfunktionen fr̊an v till y d̊a enbart framkoppling används.

Svar:

Y (s)
1

As

✓
1

1 + s
2

GFF � 1

◆
V (s)

c) Vilken framkoppling skulle du välja?

GA
FF = 1 +

s

2
, GB

FF =
s

2
, GC

FF = 1, GD
FF =

1 + s
2

1 + s
20

.

1

P-regulator

Fram- 
koppling

Ventil

Inflöde

Figur 5: Nivåregleringsprocessen i uppgift 5

Figur 6: Blockdiagram för uppgift 5.

c. Låt framkopplingen GF F = 1, och låt fortsatt GR = 0 (d.v.s bortse från P-
regulatorn). Anta att någon plötsligt börjar använda vatten, så att v(t) vid
tiden t = 0 går från 0 till 0.1 [m3/s]. Ta fram ett uttryck för nivån h(t) för alla
t ≥ 0. Vad är limt→∞ h(t)? (1.5 p)

d. Lägg nu även till återkopplingen med P-regulatorn GR(s) = K, och minns att
r = 0. Vad blir nu det stationära felet i h(t) vid samma stegändring av v(t)
som i uppgift c.? (1.5 p)

Solution

a. Från blockdiagrammet utläses

H = GT (X − V ) = GT (GV U − V ) = GT (GV GF FV − V ) =

= 1
As

( 1
1 + 0.5sGF F − 1

)
V. (1)

Därmed är den sökta överföringsfunktionen

Gv→h(s) = 1
As

( 1
1 + 0.5sGF F (s)− 1

)

b. Det val som eliminerar överföringsfunktionen i a. vore GF F = 1+0.5s, eftersom
detta gör att Gv→h = 0. Detta är ett olämpligt (omöjligt!) val eftersom det
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innehåller en ren derivering – något som ej går att implementera. Vi kan också
se det som att överföringsfunktionen inte är proper (täljarens gradtal överstiger
nämnarens gradtal) och den är därmed inte kausal och implementerbar. Även
om man skulle kunna implementera en ren derivata vore känsligheten mot
mätbrus (som har liten amplitud men stor derivata!) ofördelaktig. Därför väljer
man ofta att enbart behålla konstanta/statiska termer i framkopplingen, i detta
fall termen 1. Se avsnitt 13.2 i kurskompendiet.

c. Sätt in V (s) = 0.1
s och GF F = 1 i (1):

H(s) = 1
As

−0.5s
1 + 0.5s

0.1
s

= − 0.05
As(1 + 0.5s)

Använd formelsamlingen s. 6 nr. 15 för att inverstransformera:

h(t) = −0.05
A

(1− e−t/0.5) = 0.05
A

(e−2t − 1) .

Slutvärdet blir:
lim

t→∞
h(t) = −0.05/A.

Det stationära felet är alltså nollskilt. Det går även att härleda med slutvär-
dessatsen pga att sH(s) har alla poler i VHP.

d. Notera att felet är e(t) = r(t) − h(t) = 0 − h(t) = −h(t). Vi behöver därför
överföringsfunktionen från v till h.
Ur blockdiagrammet fås:

H = GT (GV U − V )
U = GF FV +GRE = GF FV −GRH

vilket tillsammans ger

H = GT (GV GF FV −GV GRH − V ),

och ommöblering och insättning ger

H = GT (GV GF F − 1)
1 +GRGTGV

V = −0.5s
As(0.5s+ 1) +K

V.

Eftersom denna överföringsfunktion har alla poler i vänster halvplan för K ≥ 0
kan vi använda slutvärdessatsen, med steget V (s) = 0.1/s och beräkna statio-
nära felet:

lim
t→∞
−h(t) = lim

s→0
s

0.5s
As(0.5s+ 1) +K

0.1
s

= 0.

Tillsammans med framkopplingen eliminerar P-regulatorn alltså det stationära
felet efter en störning. (Du kan verifiera att detsamma inte gäller om enbart
P-regulatorn används!)
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6. Denna uppgift handlar om kompensering i frekvensplanet.
Betrakta processen

GP (s) = s+ 4
s(s+ 1.5)(s+ 2)(s+ 3)

vars Bode-diagram är avbildat i figur 8.

a. Man har föreslagit tre olika regulatorer:

• P-regulatorn GP
K = 5

• Den fasavancerande länken Glead
K = 2.2 1+

√
2s

1+s/
√

2

• Den fasretarderande länken Glag
K = s+0.04

s+0.04/10 .

Bode-diagrammen i figur 9 visar två av de resulterande kretsöverföringsfunk-
tionerna G0 = GKGP . Para ihop dem med rätt regulator (en regulator blir
över!). (1 p)

b. De föreslagna regulatorerna ger trots allt inte önskad prestanda. Ta fram en
kompenseringslänk Gb

K som gör systemet dubbelt så snabbt som GP , med en
fasmarginal på 50◦. (2 p)

c. Man vill att processen ska följa referenssignalen väl. Hur stort är det stationära
felet

lim
t→∞

e(t) = lim
t→∞

r(t)− y(t),

vid en ramp i referenssignalen, om processen återkopplas med den föreslagna
fasretarderande länken Glag

K ? Hur ska länken modifieras för att ytterligare hal-
vera felet? (2 p)

d. Betrakta nu en generell process GP med n ≥ 1 integratorer. Visa att den
fasretarderande länken

GK = s+ a

s+ a/M
,

där M > 1 minskar det stationära felet med en faktor M (jämfört med enkel
återkoppling, motsvarande GK = 1), då referenssignalen är

r(t) = 1
n! t

n.

(1.5 p)
Ledning: en process G(s) med n integratorer kan skrivas som G(s) = 1

sn G̃(s)
där G̃(0) 6= 0.

Figur 7: Återkoppling med kompenseringslänk för uppgift 6-c,-d.
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Figur 8: Bodediagram för processen GP (s) i uppgift 6.

Solution

a. Kretsöverföringsfunktion A fås med den fasretarderande länken Glag
K . Detta

därför att förstärkningen vid låga frekvenser ökat (vilket minskar stationära
fel!); vi kan till exempel jämföra |GP (10−2i)| ≈ 40 medan |GA

0 (10−2i)| ≈
200. Skärfrekvensen är oförändrad vid ωc ≈ 0.4 rad/s, men fasmarginalen har
minskat något, båda enligt förväntan. Vidare är faskurvans utseende uppenbart
starkt påverkad.
Kretsöverföringsfunktion B fås med P-regulatorn GP

K = 5. Detta för att amp-
litudkurvan helt enkelt är “lyft”: |GB

0 (iω)| = 5|GP (iω)|, medan faskurvan ör
oförändrad.
Om du vill jämföra med hur Bode-diagrammet för Glead

K = 2.2 1+
√

2s
1+s/

√
2 ser ut

kan du helt enkelt knappa in funktionerna i Matlab!

b. Utifrån kraven vet vi att vi ska designa en fasavancerande länk.
Nuvarande skärfrekvens är ωc ≈ 0.4 rad/s, alltså önskar vi ωd

c = 0.8 rad/s för
ett dubbelt så snabbt system.
Vi undersöker nuvarande fas vid ωd

c = 0.8: arg(GP (i · 0.8) ≈ 145◦, dvs, fasmar-
ginalen vore 35circ om vi bara flyttade skärfrekvensen. Vi behöver öka fasen
vid denna frekvens med ∆ϕm = 50◦ − 35◦ = 15◦.
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Figur 9: Bodediagram för kretsöverföringsfunktionen G0 = GKGP i uppgift 6-a. Para ihop
med rätt kompenseringslänk.

Vidare läser vi av beloppet vid den önskade skärfrekvensen, vilket avslöjar hur
mycket vi behöver lyftaämplitud kurvan. |GP (0.8i)| ≈ 0.4.
Nu använder vi oss av Formelsamlingen, sidan 15.

∆ϕm = 15◦ =⇒ N ≈ 1.7.

b = ωc,d√
(N)

= 0.8√
(1.7)

≈ 0.61.

Slutligen, välj KK för att verkligen flytta skärfrekvensen till ωd
c = 0.8 rad/s.

Det vill säga: |GP (iωd
c )GK(iωd

c )| = 1. Här: 0.4KK

√
N = 1 och vi får

KK = 1
0.4
√
N
≈ 1.92.

Sammantaget:

Gb
K(s) = KK

1 + s/b

1 + s/(bN) = 1.921 + s/0.61
1 + s/1.04 .

c. Överföringsfunktionen mellan referenssignal r och reglerfel e är

Gr→e(s) = S(s) = 1
1 +Glag

K GP

= 1
1 + s+0.04

s+0.04/10
s+4

s(s+1.5)(s+2)(s+3)
.

Det gäller därför då referenssignalen är en ramp att E(s) = S(s) 1
s2 . Vi använder

slutvärdessatsen, då det slutna systemet är asymptotiskt stabilt (processen har
inga poler i HHP, och positiv amplitid- och fasmarginal!):

lim
t→∞

e(t) = lim
s→0

sS(s) 1
s2 = lim

s→0
s

1
1 + s+0.04

s+0.04/10
s+4

s(s+1.5)(s+2)(s+3)

1
s2 =

= 1
0.04

0.04/10
4

1.5·2·3
= 9

4 · 10 = 9
40 .

14



Vi identifierar M i den generella formeln för en fasretarderande länk GK =
s+a

s+a/M med 10. Det är uppenbart från räkningen ovan att om M dubblas, så
att

Glag, ny
K = 0.04

0.04/20 ,

så halveras felet till 9
4·20 = 9

80 .

d. Generellt gäller för reglerkretsen i figur 7 att överföringsfunktionen från referens
till reglerfel Gr→e(s) = S(s) = 1

1+GKGP
, där vi ska sätta GK = s+a

s+a/M .

Laplacetransformen av referenssignalen ges av 1
sn+1 , se formelsamling. Vidare

ansätter vi, med hjälp av ledningen, GP (s) = 1
sn G̃P (s).

Nu använder vi slutvärdessatsen (vi förutsätter att gränsvärdet existerar):

lim
t→∞

e(t) = lim
s→0

sE(s) = lim
s→0

sS(s) 1
sn

= lim
s→0

s
1

1 + s+a
s+a/M

1
sn G̃P (s)

1
sn

= 1
a

a/M G̃P (0)
= 1
G̃P (0)M

.

Om enkel återkoppling används fås på samma sätt

lim
t→∞

e′(t) = lim
s→0

sE′(s) = lim
s→0

sS′(s) 1
sn

= lim
s→0

s
1

1 + 1
sn G̃P (s)

1
sn

= 1
G̃P (0)

.

Det gäller att limt→∞ e(t)/ limt→∞ e
′(t) = 1

M . Den fasretarderande länken
minskar alltså felet med en faktor M , vilket skulle visas.
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