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1. En process kan beskrivas med den olinjira differentialekvatinen

§(t) + arg(t) + ——= = v’ (1)
y(t)
med konstanterna a; > 0 och as > 0.
a. Skriv systemet pa tillstandsform. (1p)
b. Beridkna den stationdra punkten da u(t) = 1. (0.5 p)

c. Linjarisera systemet kring den stationdra punkten fran b..

Om du inte har ett svar fran b. kan du linjdrisera kring en okdnd stationdr

punkt xg, ug, Yo- (1.5 p)

d. Ar det linjariserade systemet asymptotiskt stabilt om koefficienterna a; = 2,

ag = 3? (1 p)
Solution

a. Infor tillstanden x1 = y och xo = . Da ges systemet pa tillstandsform av:

T =7 =2 = fi(z1, 22, u)

xg—y——alxg—ﬂ—l-uz = fa(z1, 22, )
\/E b b

y=x :g(whxz,u)

Fran den forsta ekvationen fas direkt #J = 0 och med detta insatt i den andra

ekvationen och med up = 1 fas: 1 = 7% <= 2y = a3. Slutligen fas 3° =
Ty
W=}

Den stationdra punkten ges alltsa av

(1:(1), x87 u()? yo) = (ag7 0? 17 a%)

c. Partialderivera f1, fo och g. Inséttning av den stationédra punkten ovan ger:
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Infér de nya tillstinden som avvikelsen fran den stationdra punkten: Ax; =
1 — 20, Azg = 21 — 29, Au=u—u® och Ay =y —y". D4 fis det linjariserade
systemet som:

Az = AAz + BAu
Ay =CAzx

med matriserna fran ovan.

. Overforingsfunktionen G(s) ges av:

G(s)=C(sI—A)'B+D=[1 0] [ !

Q S+(11

I

s+a; 1 0 _ )
ﬁ sl12]  s24+ais—1/(2d3)

1
= Sevan -t

Da a; =2 > 0 och as = 3 > 0 ar inte alla koefficienter i ndmnarens polpo-
lynom av andra graden positiva. Darmed ar systemet instabilt enligt s. 12 i
Formelsamlingen.

For att 16sa uppgiften behover dock givetvis inte Gverféringsfunktionen tas
fram. Inséttning av a1, a2 i A ger

a0 1
_[1/18 —2]'

Matrisens egenvérden fas ur ekvationen det(s/ — A) =0, dvs
det(sI —A) =s(s+2) —1/18 = s> + 25 — 1/18 = 0.

Eftersom andragradspolynomets koefficienter ej ar positiva har ekvationen ej
alla rotter i vanster halvplan. Darmed &ar systemet instabilt.

TIPS! Nir matriser dr pd den form som A har, kallad companion form pad
engelska, dr deras karakteristiska ekvationer enkla att ldsa av direkt ur ma-

trisen. Se daven uppgift 4, och formelsamlingen s. 4. Att inse detta kan spara
tid.



2. Blodsockernivan i ménniskokroppen regleras bland annat genom att det ut-
sondras insulin som hjélper cellerna att ta upp socker fran blodet. Detta mot-
verkar de variationer i blodsockret som annars uppkommer pa grund av matin-
tag, fysisk aktivitet och sa vidare. Fér den som har diabetes sa fungerar inte
detta system och blodsockernivan blir farligt hég utan behandling med insulin.

a. Betrakta blodsockerregleringen, sa som den ar beskriven ovan, som ett regler-
tekniskt problem och foresla vad som &r

i. maétsignal (alt. utsignal) y
ii. styrsignal (alt. insignal) u
iii. referenssignal r

iv. storsignal d

Motivera ditt svar. (1p)

b. Man har en automatisk insulinpump foér vilken man vill designa en PID-
regulator pa formen:

1
G =K |1+ — + 57, ) .
R(S) ( o, ot
Eftersom kroppens blodsockerreglering ar ett komplext system saknar man en
modell for dynamiken. Man anvénder sig darfor av ett stegsvarsexperiment,
som visas i figur 1." Har har man anvint ett enhetssteg i insignalen:?

1 t>0
u(t) =
0 t<o.

Ta fram PID-regulatorns parametrar enligt lambdametoden. Lat A = T.
(L5 p)

Solution

a. i. métsignal (alt. utsignal) y: det vi vill styra/reglera i processen, d.v.s.
blodsockernivan (i blodet).

ii. styrsignal (alt. insignal) u: det vi styr med hjélp av, d.v.s. insulinutsond-
ringen.

iii. referenssignal r: 6nskat virde pa métsignalen, det vi vill Astadkomma, dvs
onskad eller normal blodsockerniva.

iv. storsignal d: sddant som pabverkar processen och métsignalen, men som
vi inte kan rada 6ver i regleringen, dvs matintag, fysisk aktivitet etc.

Kommentar: Méatbrus ar sjalvklart ocksa en typ av typ storsignal, men det finns
inte beskrivet i texten. Méatbruset ar ocksa sekundért i ssmmanhanget, eftersom
denna reglertekniska process ar ett typiskt regulatorproblem déar maélet ar att
halla en jaimn blodsockerniva trots stora storningar i form av sockerintag eller
-férbranning.

'Detta stegsvar ér artificiellt konstruerat fér denna tenta, och motsvarar inte nédvéindigtvis den
verkliga dynamiken.

2Signalen u(t) anges i en godtycklig enhet. Du kan betrakta bade insignal u(t) och utsignal y(t)
i stegsvaret som enhetslésa nir du l6ser uppgiften!
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Figur 1: Stegsvar for PID-regulator-design enligt lambdametoden i uppgift 2-b. Ett enhets-
steg har anvénts i insignalen. Du kan betrakta bade in- och utsignal som enhetslésa nér du
l16ser uppgiften.

b. Anvind formelsamlingen, sidan 17. Den efterfrigade PID-regulatorn &r given
pé parallellform och vi anvander A = T'. Vi laser av ur stegsvaret:

Dodtid L = 100 sekunder.

Tidskonstant till 63% av maxvérdet: 400 — 100 = 300 sekunder.
e Ay=0.1

Au =1 (givet i uppgiften)

Inséttning ger:

Ay 1 L/24T
K,=-"2=01 = K=—""—"=10
P Au 01L/2+T '
T; = 300 + 100/2 = 350,
300-100 300

- ~ 43.
47 100+2-300 7

3. Betrakta en process Gp(s), vars Bodediagram visas i Figur 2.

Svara pa om vart och ett av foljande pastadenden ar sant eller falskt. Motivera
ditt svar noga.

Podngfordelning: pdstiende (i)-(iv) ger 0.5 p vardera, (v)-(vi) ger 1 p vardera.

i. Processens éverforingsfunktion har minst ett nollstélle.

ii. Om processen aterkopplas med en P-regulator med forstarkning K = 8
blir det slutna systemet instabilt.

iii. Processen skulle varit snabbare om skérfrekvensen vore w, = 1 rad/s
istéllet for nuvarande skirfrekvens.
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Figur 2: Bodediagram foér uppgift 3.

Med en fasretarderande kompensator

s+a

Gk (s) = s+ a/M

dér man valt @ = 0.1w. och M > 1 (w. &r processens skérfrekvens), sa
garanteras att den resulterande kretsoverforingsfunktionen Gk (s)Gp(s)
har en fasmarginal pa minst 40°.

. Om processen aterkopplas med en P-regulator med forstarkning K = 1

fas inget stationért fel i utsignalen vid ett steg i referenssignalen.
Overforingsfunktionen frdn referenssignal v(t) till mdtsignal y(t) ges i det-

ta fall av Gop(s) = 1557533()3),

Processen Gp kan ge upphov till frekvenssvaret som visas i figur 3.
(4 p)

Falskt. Ett nollstélle ger en lutning 41 i Bode-diagrammets amplitudkur-
va och +90° i fas asymptotiskt. Detta forekommer inte i Bode-diagrammet
i figur 2.
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Figur 3: Frekvenssvar for uppgift 3. Har har man skickat in signalen u(t) i processen och
méter signalen y(¢) som processens utsignal.

iii

iv.

vi.

i. Sant. Amplitudmarginalen &r 3.75 (ldses av ur Bode-diagrammet vid

fasskdrfrekvensen wy, ~ 1.22). En forstarkning pa 8 &r dérfor alltfor stor.
(Det &r lite svart att 1dsa av, en avlisning av beloppet som 0.2 och darmed
en fasmarginal pa 5 kommer nog vara vanlig, och &r helt okej!)

. Sant. Nuvarande skérfrekvens ar w. ~ 0.55 rad/s. En hogre skérfrekvens
gor systemet snabbare.

Falskt. Nuvarande fasmarginal &r 41 grader. Den fasretarderande lanken
designad pa detta sitt sdnker fasen med knappt 6 grader och ddrmed kan
inte 40 graders fasmarginal garanteras. (Det ar givetvis ocksa mojligt att
sitta in varden och rikna efter, men tillrackligt att veta att en fasretar-
derande lank sénker fasen samt att garantin att det &r med som mest 6
grader gor att 40 grader ej kan garanteras).

Sant. Processen har en lagfrekvensasymptot med lutning -1 och dédrmed
en integrator. Det ar ként att processer med integratorer vid aterkoppling
ej uppvisar stationédra fel vid stegédndringar i referensen. Vi kan ocksa
rakna efter, genom att notera att Gp(s) = %@p(s) dér Gp(0) # 0. Det
slutna systemet ar asymptotiskt stabilt eftersom vi har positiv amplitud-
och fasmarginal. Diarmed kan vi anvanda slutvirdessatsen:

lim y(t) = lim s =1li

Gp 1 . 1Gp(s)
- m—s 1\
t—00 s—0 1+Gps s—>01—|—%

det vill sdga noll stationért fel.

Falskt. Insignalen &ar u(t) = 1sin(0.1¢) (lds av periodtiden till ~ 63, dvs
207). I Bodediagrammet ser vi att |Gp(i0.1)| = 6.6, alltsa ska insignalen
forstarkas 6.6 ganger i utsignalen om processen ar Gp. Utsignalen i fre-
kvenssvaret har dock en amplitud pa enbart 1.4. Darmed hérrér den inte
fran Gp. (Fasforskjutningen stdmmer dock och ar pa 99 grader.)



4. Betrakta systemet givet pa tillstandsform enligt

TR HE

y=[1 05] [xll

T2

a. Ta fram systemets overforingsfunktion och bestdm dess poler. (1p)

b. Man anser att systemet &r for langsamt som det ar. Bestdm dérfor en tillstands-
aterkoppling
u = l.r — Lx,

som placerar bada poler i —1, och déar den stationdra forstarkningen dr samma
som i det ursprungliga, icke-aterkopplade, systemet. (2 p)

c. I figur 4 visas stegsvaret for det ursprungliga och det aterkopplade systemet
(dar ratt styrsignal w fran b. har anvénts). Man dr néjd med snabbheten,
men trots att polerna &r pa den reella axeln noteras en avsevird Gverslidng i
stegsvaret. Forklara kort vad denna Gversldng beror pa. (1p)

Matsignal y(1)

«=w+ Utan tillstAndséterkoppling
——— Med tillstAndsaterkoppling

20 30 40 50 60 70 80 90 100
Tid (sekunder)

Figur 4: Stegsvar for uppgift 4-c. Skalan pa y-axeln &r borttagen for att inte avsloja virdet
pa den stationdra forstdrkningen.

Solution

a. Enklast ar att notera att systemet ar pa styrbar kanonisk form (vilket under-
lattar polplaceringen vésentligt!). Se Formelsamlingen s. 4. Vi identifierar

s+ 0.5

G(s) = .
(5) = Z 02 1001

Alternativt, berikna G(s) = C(sI — A)~!B och fi samma svar.

Systemets poler ges av rotterna till polpolynomet, d.v.s.,

0.2 (0.2
2 2

2
S19= ——— + ) —0.01 = —0.1.

Alltsa: dubbelpol i -0.1.



b. Med polerna i -1 ges det énskade polpolynomet av (s +1)? = s + 25+ 1. Med
L =[l; [y] fas den aterkopplade systemmatrisen som

-0.2 —-0.01 lh 1
A—BL = — | =
1 0 0 O
vilket har polpolynomet s+ (0.2+11)s+ (0.01+1Is). Vi identifierar mot énskat
polpolynom och far

—0.2—1; —0.01—1
1 0 ’

|L=1[ Iy =[1.8 099].

Notera: Om systemet dr pd styrbar kanonisk form fas tillstandsaterkopplingen
alltid pa detta enkla sdtt, sasom differensen mellan koefficienter ¢ polynomet!

Det aterstar att berdkna [.. For det ursprungliga systemet &r den stationéra

forstarkningen G(0) = % = 50. Efter att ha satt in u = —Lz + [,r
i dynamiken ges dverforingsfunktionen fran r till y av Gy(s) = Sfj&illr och

Ga(0) = OTSZT. For att fa samma statiska forstarkning behover alltsa 0.51,, = 50,

d.v.s.

c. Overslidngen beror pa nollstéllet, som ligger i —0.5. D& polerna lag i —0.1 var de
ndrmare origo an nollstéllet, och det hade déarfér ingen inverkan pa stegsvarets
utseende. Nar polerna ligger i —1 sa ar dock nollstéllet ndrmare och far en stor
inverkan.

Vi ska reglera vattennivan h i en cylindrisk tank i ett bevattningssystem.

Inflédet = i tanken bestdms av ventilen och utflédet v av pumpen, som slar pa
dé och da nér ndgon brukare anvinder vatten. Malet dr att halla nivan i tanken
konstant. Vi antar att alla virden avser avvikelser fran en referenspunkt, det
vill sédga, vi onskar hélla nivan A = 0.

Processen &r avbildad i figur 5 och i blockschemat i figur 6.

Ventilen beskrivs av éverforingsfunktionen

1

) = o5t

Eftersom volymférandringen i tanken A% = [inflode - utflode] = z(t) — v(¢),
dir A &r tankens area, fas att vattennivan ges av

1

H(S):E

(X(s) = V(s)),

vilket i sin tur ger 6verforingsfunktionen Gr(s) for tanken.

a. Ta fram 6verforingsfunktionen fran v till A d& enbart framkoppling anvéinds.

Notera! Du forvintas sdtta in uttrycken for Gy och Gp! (0.5 p)

b. Ett lampligt val av framkoppling &r Gpp = 1. Varfor ar detta lampligare dn
det val som eliminerar éverféringfunktionen i a.? (0.5 p)
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Figur 5: Nivaregleringsprocessen i uppgift 5
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Figur 6: Blockdiagram for uppgift 5.

c. Lat framkopplingen Grprp = 1, och lat fortsatt Ggr = 0 (d.v.s bortse fran P-
regulatorn). Anta att nagon plotsligt borjar anvianda vatten, sa att v(t) vid
tiden t = 0 gar fran 0 till 0.1 [m3/s]. Ta fram ett uttryck fér nivan h(t) for alla
t > 0. Vad ar limy_,o0 h(8)? (1.5 p)

d. Ligg nu dven till aterkopplingen med P-regulatorn Gg(s) = K, och minns att
r = 0. Vad blir nu det stationara felet i h(t) vid samma stegindring av v(t)
som i uppgift c.? (1.5 p)

Solution

a. Fran blockdiagrammet utléses

H=Gr(X-V)=Gr(GyU—-V)=Gr(GyGppV — V) =

1 1
~ As <1+0.55GFF - 1) V. (1)

Déarmed ar den sokta 6verféringsfunktionen

1 1
—_ —— —_— —_ 1
o) As (1 + 0.5s Grr(s) )

b. Det val som eliminerar 6verforingsfunktionen i a. vore Gpp = 14+0.5s, eftersom
detta gor att G, = 0. Detta ar ett olampligt (omojligt!) val eftersom det

10



innehaller en ren derivering — nagot som ej gar att implementera. Vi kan ocksa
se det som att 6verforingsfunktionen inte dr proper (téljarens gradtal 6verstiger
nidmnarens gradtal) och den dr ddrmed inte kausal och implementerbar. Aven
om man skulle kunna implementera en ren derivata vore kénsligheten mot
métbrus (som har liten amplitud men stor derivata!) oférdelaktig. Darfor valjer
man ofta att enbart behalla konstanta/statiska termer i framkopplingen, i detta
fall termen 1. Se avsnitt 13.2 i kurskompendiet.

. Sétt in V(s) = &L och Gpp =11 (1):

1 —05s 0.1 0.05

H(s)= — 2% %2 279
() = 4575055 s As(1 + 0.55)

Anvind formelsamlingen s. 6 nr. 15 for att inverstransformera:

0.05 _ 0.05
h(t) = ——(1-e 805y =) ——

1 (e72 —1)|

Slutvardet blir:

lim h(t) = —0.05/A.

t—o00

Det stationéra felet &r alltsa nollskilt. Det gar dven att hérleda med slutvér-
dessatsen pga att sH(s) har alla poler i VHP.

. Notera att felet ar e(t) = r(¢t) — h(t) = 0 — h(t) = —h(t). Vi behover darfor
overforingsfunktionen fran v till A.

Ur blockdiagrammet fas:

H = Gr(GyU - V)
U=GrrV +GrE =GrpV —GrH

vilket tillsammans ger
H = GT(GvGFFV — GyGrH — V),
och ommoblering och insattning ger

- Gr(GyGrp — 1)V _ —0.5s
1+ GRrGrGy — As(05s+ 1)+ K -

Eftersom denna 6verforingsfunktion har alla poler i vanster halvplan for K > 0
kan vi anvanda slutvirdessatsen, med steget V(s) = 0.1/s och berékna statio-
néara felet:

lim —h(t) = lim s 055 01 _
t—o0 550 A8(058 + 1) + K s N

Tillsammans med framkopplingen eliminerar P-regulatorn alltsa det stationara
felet efter en storning. (Du kan verifiera att detsamma inte géller om enbart
P-regulatorn anvénds!)

11



Denna uppgift handlar om kompensering i frekvensplanet.

Betrakta processen

s+4

Grls) = T (s +3)

vars Bode-diagram ar avbildat i figur 8.

. Man har foreslagit tre olika regulatorer:

e P-regulatorn G- =5

i lead _ 1++/2s

[ ] = L ——
Den fasavancerande lanken G 2.2 e/

e Den fasretarderande linken Glla(g = s Ji0+8210/410'

Bode-diagrammen i figur 9 visar tva av de resulterande kretséverforingsfunk-
tionerna Gy = GxGp. Para ithop dem med ritt regulator (en regulator blir
over!). (1p)

. De foreslagna regulatorerna ger trots allt inte 6nskad prestanda. Ta fram en
kompenseringslink GY% som gor systemet dubbelt si snabbt som G p, med en
fasmarginal pa 50°. (2 p)

. Man vill att processen ska folja referenssignalen vél. Hur stort &r det stationéra
felet

lim e(t) = lim 7(t) - y(?),

t—o00

vid en ramp i referenssignalen, om processen aterkopplas med den foéreslagna
fasretarderande ldnken Glli}g? Hur ska lanken modifieras for att ytterligare hal-
vera felet? (2 p)

. Betrakta nu en generell process Gp med n > 1 integratorer. Visa att den

fasretarderande lanken
S+ a

s+a/M’
dér M > 1 minskar det stationdra felet med en faktor M (jamfort med enkel
aterkoppling, motsvarande G = 1), da referenssignalen ar

Gk =

1 n
(1.5 p)
Ledning: en process G(s) med n integratorer kan skrivas som G(s) = 2G(s)

dir G(0) # 0.

r e u y
—.@—’ GK GP

L~

Figur 7: Aterkoppling med kompenseringsliank for uppgift 6-c,-d.

12
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Figur 8: Bodediagram for processen Gp(s) i uppgift 6.
Solution

a. Kretsoverforingsfunktion A fas med den fasretarderande ldnken Glﬁg. Detta
darfor att forstarkningen vid laga frekvenser okat (vilket minskar stationéra
fell); vi kan till exempel jamfora |Gp(1072i)] ~ 40 medan |G§(1072i)| =~
200. Skarfrekvensen ar oférandrad vid w. ~ 0.4 rad/s, men fasmarginalen har
minskat nagot, bada enligt forvintan. Vidare dr faskurvans utseende uppenbart

starkt paverkad.
Kretsoverforingsfunktion B fas med P-regulatorn G%. = 5. Detta for att amp-
litudkurvan helt enkelt dr “lyft”: |G¥(iw)| = 5|Gp(iw)|, medan faskurvan &r

oforandrad.

1+\/§s

11s/v2 ser ut

Om du vill jimféra med hur Bode-diagrammet for Giead = 2.2
kan du helt enkelt knappa in funktionerna i Matlab!

b. Utifran kraven vet vi att vi ska designa en fasavancerande lank.

Nuvarande skirfrekvens ér w. ~ 0.4 rad/s, alltsa énskar vi w? = 0.8 rad/s for
ett dubbelt sa snabbt system.
Vi underséker nuvarande fas vid w? = 0.8: arg(Gp(i-0.8) ~ 145°, dvs, fasmar-

ginalen vore 35%rc om vi bara flyttade skdrfrekvensen. Vi behéver cka fasen
vid denna frekvens med Ay, = 50° — 35° = 15°.

13
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Figur 9: Bodediagram for kretsoverforingsfunktionen Gy = GxGp i uppgift 6-a. Para ihop
med ratt kompenseringslank.

Vidare léser vi av beloppet vid den 6énskade skérfrekvensen, vilket avsldjar hur
mycket vi behover lyftadmplitud kurvan. |Gp(0.8:)| ~ 0.4.

Nu anvénder vi oss av Formelsamlingen, sidan 15.

Ap, =15° = N = 1.7.
Wed 0.8
b= —" = ~ 0.61.
VIN) VD)
Slutligen, vilj Ky for att verkligen flytta skirfrekvensen till w? = 0.8 rad/s.
Det vill siga: |Gp(iw?)Gx (iwd)| = 1. Hir: 0.4K /N =1 och vi far

1
Kg = ~ 1.92.
T 0aVN
Sammantaget:
1+s/b 1+ s/0.61
b
Gr(s) = KNy ~ Y2155 10

. Overforingsfunktionen mellan referenssignal r och reglerfel e r

1 1

- 1 = $0.04 |
L+ GREGp 1+ 5501/10 5GF15) (s42)(573)

Gre(s) = S(s)

Det géller dérfor da referenssignalen &r en ramp att E(s) = S (s)si2 Vi anviander
slutvirdessatsen, da det slutna systemet ar asymptotiskt stabilt (processen har
inga poler i HHP, och positiv amplitid- och fasmarginal!):

1 1
lim e(t) = lim sS(s)— = lim s 0.04 7 = =
e 570 s° 520 L+ 10 56518 s+ 2 (5F3) ©
1 9 9

0.04 4 - == .
soywisas 410 40
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Vi identifierar M i den generella formeln f6r en fasretarderande lank Gy =

S j:/aM med 10. Det &r uppenbart fran rdkningen ovan att om M dubblas, sa

att

Glas.ny __0-04
K 0.04/20°

9 9

sd halveras felet till ;55 = g5-

. Generellt géller for reglerkretsen i figur 7 att 6verforingsfunktionen fran referens

till reglerfel G,_s.(s) = S(s) = m, dar vi ska satta Gg = sj;r/“M.

Laplacetransformen av referenssignalen ges av sn%, se formelsamling. Vidare
ansétter vi, med hjilp av ledningen, Gp(s) = = Gp(s).

Nu anvénder vi slutvirdessatsen (vi forutsitter att gransvirdet existerar):

' . L [
A et) = Iy Bl) = oS0 = M e T o

Om enkel aterkoppling anvinds fas pa samma sétt

1 1 1 1
lim €'(t) = lim sE'(s) = lim s5'(s)— = lim s = — = = .
t—00 50 5—0 s" 520 14 Gp(s)s™  Gp(0)
Det géller att limyoo e(t)/limy,o0 €/'(t) = ﬁ Den fasretarderande ldnken

minskar alltsa felet med en faktor M, vilket skulle visas.
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