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1. Ett system beskrivs av foljande differentialekvation

§(t) + 4y(t) = u(?)
a. Ta fram systemets 6verforingsfunktion. (1p)
b. Ar systemet stabilt? Motivera ditt svar. (0.5 p)

c. Skriv systemet pa tillstandsform enligt

z(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cz(t) + Du(t).

(1p)

0, t<0
u(t) =
1, t>0

Skissa stegsvaret y(t). Vilken &r periodtiden for de oscillationer som uppstéar?
(1p)

Solution

a. Vi borjar med att laplacetransformera differentialekvationen och far da:

s2Y (s) +4Y (s) = U(s)
Dérefter 16ser vi ut Y (s) och far éverféringsfunktionen:

1
G =ayg

b. Polerna till systemet ligger i £2¢, dvs pa den imaginira axeln. Darmed &ar
systemet (marginellt) stabilt. (Men ej asymptotiskt stabilt).

c. Tillstandsformen kan tas fram pé flera olika satt. Ett sdtt 4r att anvdnda s.4
i formelsamlingen och G(s) fran tidigare. Konstanterna som anvénds i formel-
samlingen kan fér denna 6verféringsfunktion identifieras till a3 = 0, ag = 4,
b1 = 0, bo = 1. Stoppar man in dessa véirden i den styrbara kanoniska formen

1= R b
oo 1[2]

Anvinder man istallet den observerbara kanoniska formen fas:



Man kan ocksa anvénda differentialekvationen direkt. Infor tillstinden z1 = y,
9 = 9. D3 ges tillstandsformen av:

y=zi=[1 0] H

Vilket ar den observerbara kanoniska formen. Skulle man istéllet valt 1 = g,
o = y skulle analoga rdkningar gett den styrbara kanoniska formen.
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Figur 1 Stegsvar for uppgift 1 d

d. Nedan f6ljer hur man kan resonera sig fram till stegsvarets utseende, fér att
kunna skissa det.

G(s) ar ett andra ordningens 6verforingsfunktion med komplexa poler. Den
vanliga formen att skriva en sddan funktion &r:

w2

Gls) = k32 + 2¢ws + w?

Man kan fran detta identifiera att w =2, k = 1/4 och ¢ = 0.

Skickar man in ett steg till detta marginellt stabila system kommer det fran
vila fa en Gversliang som &r lika stor som steghdjden for att sen fa en undersldng
tillbaka till noll. D& k = 1/4 kommer det bli en sinus/cosinusformad vag med
medelvirde 1/4 och amplitud 1/4, dvs. y(t) kommer pendla mellan 0 och 1/2.
Vinkelfrekvensen detta kommer att ske med ges av w = 2rad/s, och periodti-
den kommer dirmed ges av 7 = %” = m sekunder. Samma slutsats kan
ocksa fas genom att ta fram y(t) fran den inversa Laplacetranformen. u(t) ar
ett steg ger U(s) = 1/s. Y (s) fas da som:

w2

Y(s) = G(s)U(s) = k3(32 + 2¢ws + w?)




Transform nr 28 pa sida 8 i formelsamlingen ger da

y(t) = k(1 — coswt) = :11(1 — cos 2t)

Hér anvinds ¢ = 0 och att Laplacetransformen &r linjir, dvs att man kan
multiplicera med en konstant. Samma slutsatser om amplitud och periodtid
kan nu dras fran y(t).

Det viktiga i skissen (for tentan) dr att man férmedlar att det dr svingningar
som inte dor ut samt att medelvardet ligger ovanfor 0.

En enkel kemisk process gar ut pa att tillsatta vatten till en hégkoncentrerad
koksaltlésning for att producera en fysiologisk saltlésning som ska anvindas i
sjukvarden. Eftersom koncentrationen i den ursprungliga koksaltlosningen vari-
erar vill man reglera processen for att 4stadkomma den ratta saltkoncentration
i slutprodukten. Processen dr avbildad i Figur 2.

ﬁ
Koncentrerad ' Destillerat vatten

koksaltlosning

l Utfléde med dnskad
saltkoncentration

(9,0 mg/ml)

Figur 2 Process for uppgift 2

. Betrakta processen som ett reglertekniskt problem. Bestdm processens
i. styrsignal (insignal) u

ii. métsignal (utsignal) y

iii. storsignal d

iv. referenssignal r.

Motivera ditt svar! (1p)

. Man debatterar huruvida man ska reglera processen med hjélp av framkoppling
fran storsignalen eller aterkoppling fran métsignalen. Forklara kort i ord vad
de tva alternativen innebér for denna process. (1p)

Solution

i. styrsignal (insignal) u for systemet ar flodet med destillerat vatten, da
det ar det vi kan styra med kranen. Insignalen skulle ocksa kunna vara
kranens lage, som ger ett visst vattenflode.

ii. métsignal (utsignal) y for systemet dr saltkoncentrationen av den utflo-
dande l6sningen. Det &r denna vi vill reglera.



iii. storsignal d &ar variationen av saltkoncentrationen i den koncentrerade
koksaltlésningen. Beroende pa synsétt kan man antingen se avvikelsen i
koncentrationen fran sitt medelviarde som storsignal, eller koncentrationen
i absoluta tal.

iv. referenssignal r dr den O6nskade koncentrationen i koksaltlésningen. Det
ar detta virde vi forsoker fa utsignalen att stréva efter med var styrsignal.

b. Vid framkoppling beh6ver man méta koncentrationen av den koncentrerade
saltlésningen samt ha en modell f6r hur stérningen paverkar utsignalen (kon-
centrationen i utflédet). Om modellen &r exakt kommer regulatorn kunna re-
glera flédet med destillerat vatten innan koncentrationen i utflédet hunnit dnd-
ras, vid en storning. Skulle modellen inte vara exakt riskerar man att fa ett
stationart fel.

Vid aterkoppling behéver man méta koncentrationen i utflédet och anvinda
den kunskapen for att styra ventilen med destillerat vatten. For att regulatorn
ska #éndra flédet destillerat vatten maste det forst bli ett fel. Om det finns en

integrator i regulatorn kan man garantera att det inte blir nagra stationara
fel.



3. En process Gp aterkopplas med en P-regulator enligt figur 3.

For att ta reda pa hur det slutna systemets poler paverkas av valet av P-
regulator har man ritat en rotort som visas i figur 4 (a). Nyquistkurvan for
processen Gp visas i figur 4 (b).

Figur 3 Reglerkrets for uppgift 3.

Besvara foljande fragor, motivera dina svar:
a. Hur manga poler och nollstéllen har processen Gp? (0.5 p)
b. Ar det slutna systemet asymptotiskt stabilt d& K = 1? (0.5 p)

c. Vilket K-virde motsvarar den markerade punkten pa rotorten? Det vill séga,
den punkt dér rotorten skir den imaginéra axeln. (1p)
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(a) Rotort for uppgift 3 (b) Nyquistkurva for uppgift 3

Figur 4 Rotort och nyquistkurva for uppgift 3

Solution

a. Poler och nollstéllen f6r det slutna systemet visas i rotorten. Eftersom regula-
torn inte har nagra poler eller nollstillen maste samtliga poler och nollstédllen
i det slutna systemet komma fran processen. Darmed har G, 3 poler (’X’) och
1 nollstélle ("O’).

b. D4 K =1 blir Gg = GG, = Gp. Darmed ar Nyquistkurvan kurvan fér fér det
6ppna systemet identisk med den i figur 4 (b). D4 det inte finns ndgra poler
i hoger halvplan i Gy kan det férenklade nyquistkriteriet anvindas. Eftersom
Nyquistkurvan hela tiden &r till héger om punkten -1 &r det aterkopplade
systemet asymptotiskt stabilt med K = 1.



c. Polerna till det slutna systemet korsar imaginédra axeln fér det K som gor det
aterkopplade systemet gar fran stabilt till instabilt. Detta K &r samma som
ger att Nyquistkurvan gar genom punkten -1. I Nyquistdiagrammet kan man
avldsa att G, skir negativa reella axeln i -0.5. Dérmed ges det K som far
Go = GpG, att skira negativa reella axeln i -1 av K = 2.



4. I figur 6-7 finns fem Bodediagram (motsvarande fem processer G) och fyra
stegsvar. Para ihop Bodediagram och stegsvar. Motivera dina svar noga.
(2 p)
U Y
—_— G —_—
Figur 5 Blockdiagram fér uppgift 4
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Figur 6 Stegsvar till uppgift 4
Solution

Stegsvar nr. 1 har en tidsfordr6jning/d6dtid. Fran faskurvan kan man se att
Bodediagram E har tidsférdréjning.

Stegsvar nr 2 och 3 liknar varandra och ser bada ut att vara andra ordningens
system med komplexa poler. Bodediagram B och D visar Bodediagram for
system med en resonanstopp, dvs. att det finns komplexa poler. Brytfrekvensen
for D ligger en faktor 10 snabbare &n den for B. Darmed maste B hora ihop
med det langsammare stegsvaret 2 och D hora ihop med stegsvar nr 3.

Stegsvar nr 4 tyder pa att det finns en integrator, da den konstanta insignalen
verkar f4 odndlig férstdrkning. Bodediagram C har en integrator, vilket mérks
pa lagfrekvensasymptotens lutning. Darmed dr Bodediagram A &ver.
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Figur 7 Bodediagram till uppgift 4

Sammanfattningsvis:
1< E
2+ B
3+ D
4 C



Betrakta systemet givet pa tillstandsform enligt

z(t) = Az(t)+ Bu(t)
y(t) = Cz()

A:(g _12> B:(?), c=(10)

Antag att styrsignalen ges av tillstandsaterkopplingen

dar

u(t)=—Lx(t)+r(t),
dar L = [l1 o).
. For vilka virden pa [y, Iz 4r det slutna systemet asymptotiskt stabilt? (1.5 p)

. Vilj den av foljande polplaceringar som du anser skulle ge bast prestanda hos
det slutna systemet (bést stegsvar). Motivera ditt svar.
i. s1 =-0.5, sy = —6,
ii. s10=—-2%2
iii. s12=—4=+18i,
iv. 812 =—2.

Bestdm en styrlag u(t) si att det slutna systemets poler placeras enligt ditt
val. (2.5 p)

. Det visar sig att tillstandet zo inte a&r méatbart. Vi véljer darfor att skatta
tillstAndsvektorn med ett Kalmanfilter enligt

#(t) = Az(t) + Bu+ K(y — C#),

. k1
dar K = [k2l

Ar det méjligt att genom lampligt val av ki, ko placera Kalmanfiltrets poler
(det vill siga, egenvirdena hos matrisen (A — KC)), var som helst i vinster
halvplan? Motivera ditt svar. (1p)

Solution

a. The closed-loop system is given by

= (A-BL)x+ Br,
Cr.

Suibstitution yields

(0 1 0
””‘(2—11 —2—12>”’+<1)’"’

the characteristic polynomial of the state matrix is

S -1

p(s) =det (sI — (A— BL)) = 94l s+2410

=82+ (2+b)s+1 —2

10



Asymptotic stability requires that the eigenvalues of the system strictly lie
in the left half plane. The characteristic polynomial is that of a second order
system and hence for stability we require that all coefficients of the polynomials
be positive

2410 > 0,
h—-2 > 0,
which leads to
lr > -2
h > 2

(i) This is a combination of two first order systems. However, the slow pole
in -0.5 will dominate the process, yielding a slow step response (especially
compared to the other pole placements).

(ii) This is the case where ¢ = 1/4/2 = 0.7. This choice is better than (i) since
the system is faster, however, there will be some oscillations/overshoot.
Generally, a pole placement with this choice of relative damping gives a
good trade-off between speed, overshoot and small input signal.

(iii) In this case ¢ = 0.22. This choice gives a faster response than in (ii)
since the poles are further from the origin, but higher overshoot and more
oscillations. The phase margin is smaller than (ii).

(iv) In this case ¢ = 1. This system has no overshoot, but is slower than the
cases (ii) and (iii). However, it is still faster than (i)

Among the available choices if you want a faster system where you don’t to-
lerate any overshoot then the choice is (iv). If, on the other hand, you want
an extremely fast response and you do not care about the overshoot then the
choice is (iii). If lastly you want a good trade-off between overshoot and speed
then you should choose (ii). Figure 8 displays step response for the different
selection of closed loop poles

Placing the poles at —4 & 18 ( choice (iii)) using state feedback: write the
characteristic polynomial needed to get the poles as desired which is found to
be

s% 4+ 8s + 340. Equate that to 24+ (241)s+1 —2

Solve to get I3 = 330, lo = 2. Hence the input is: u(t) = —330z1(t) — 2z2(t).

In a similar manner for choice (ii) we get the input

u(t) = —10z1(t) — 2z2(t)
Lastly for the case (iv) we get the input

u(t) = —6x1(t) — 2z2(t)

For the case (i), we get L = [5 4.5].

11
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Figur 8 The step response for all cases in 4.b.
c. Calculate the observability matrix
1 0
w,=(cC CA)_(O 1).

Since det(W,) = 1 # 0 the system is observable, hence we can place the poles

of the Kalman filter wherever we want. In other words, there exists K = [ ’Zl ]
2

such that the eigenvalues of A — KC' could be placed wherever we want.

12



6. Betrakta processen G p vars Bodediagram visas i figur 10. Processen aterkopp-
las enligt figur 9 med regulatorn Gg.

Gr Gp

Figur 9 Reglerkrets f6r problem 6

Magnitude (abs)

Phase (deg)

270 = ; ) ; | | . R
102 107! 10° 10° 10
Frequency (rad/s)

Figur 10 Bodediagram f6r uppgift 6

a. Vi utvirderar forst en enkel P-regulator: U(s) = 5(R(s) — Y (s)), det vill séga,
GR,(s) = 5. Systemets stegsvar visas i figur 11.

Detta stegsvar anses vara tillrackligt snabbt, men alltfor oscillativt. Det antas
bero pa en alltfor liten fasmarginal hos det 6ppna systemet.

Hur stor ar den kvarvarande fasmarginalen med detta val av regulator? (1 p)

13
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Figur 11 Stegsvar for deluppgift 6 a.

b. Det foreslas att istéllet anvdnda regulatorn

s+0.2

Gry(s) =5 002"

Hur paverkas fasmarginalen med detta val av regulator? (1p)

c. Bestdm nu en regulator pa formen

. 1+s/b
Orele) = KR TT0M)

som uppfyller specifikationen:

i. det slutna systemets stegsvar &r lika snabbt som stegsvaret i deluppgift a,

ii. fasmarginalen &r dubbelt sd stor som i deluppgift a.

Om du inte har ndgot svar pd deluppgift a, ta fram en requlator som ger en fasmarginal
pa 40° och ar 50% snabbare dn med enkel dterkoppling (Gr(s) = 1).

(2 p)

d. Man upptécker nu att det finns dodtid i systemet, men &r osdker pa hur lang
den &r. Vilken regulator tolererar lingst dodtid: regulatorn Gg(s) fran del-
uppgift ¢, eller den enkla aterkopplingen Gg(s) = 17 (1p)

Solution

a. Multiplying the transfer function by 5 does not change the phase but shifts the
magnitude plot upward by 5. This changes the original cross over frequency
by shifting it to the right. The new crossover frequency becomes where the
gain of the process is 0.2, which is w, = 2 rad/s. Projecting the new cross
over frequency on the phase plot gives ¢, = 14.7°. Figure 12 illustrates bode
plot of the loop transfer function with the controller Gg, = 5, indicating both
phase and gain margins.

b. The regulator

s+ 0.2
Gro(8) =5 7000
is of the form
s+a
G (8) =Kt

14



Bode Diagram
Gm =7.39 dB (at 3.16 rad/s), Pm = 14.7 deg (at 2.03 rad/s)
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Figur 12 bode plot of Gg 4(s)Gp(s) = 5Gp(s).

with a = 0.2, M = 10, which corresponds to the lag compensation (fasretarde-
rande lank) multiplied with the P controller from a. Hence, it contributes with
a phase lag, meaning that such a regulator leads to a decrease in the phase
margin.

Note also that o = 0.2 for the lag compensator. This choice corresponds to
a = 0.1w,. It is known that with such selection we get approximately a decrease
of 6° (the formulae collection says maximum 6°) in the phase margin. This
explains roughly the drop from 14.7° to 9.57° in the phase margin displayed in
the new Bode plot in Figure 13.

Of course, the exact phase shift of the controller may also be calculated by
hand.

. The new phase margin should be around ¢,, = 30° (double the one in a.) and
the cross over frequency remain the same, i.e., w, = 2 rad/s. The phase lead
should contribute with an increase of at least around Ay, = 15° at the same
we. Use the plot displaying the relationship between the parameter N and the
phase lead to get N = 1.7 to get the desired phase increase.

We need this phase lead to happen at the crossover frequency
we = bV/N = 2rad/s,

which gives b = 1.53. Next, we determine K so that w. really becomes the
cross over frequency, using the equation

1 = |Gp(iwe)GRe (iwe)| = 0.2KxVN.

This gives Kx = 5/ VN = 3.8. Hence the designed regulator is given by

1+ 0.65s

Ore(s) =381 385

15



Bode Diagram
Gm = 5.47 dB (at 2.83 rad/s), Pm = 9.57 deg (at 2.04 rad/s)
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Figur 13 bode plot of Gr»(s)Gp(s).

Figure 14 displays both Bode plot and step response of the system when app-
lying the regulator Gr . (s) to Grq (s) Gp (s) = 5Gp (s) from 5.a.

Here follows the solution if there was no answer from a.

If Ggr(s) = 1, the cross over frequency is at w, =~ 0.8 rad/s. The new cross
over frequency should then be 50% faster, i.e. w2 = 0.8-1.5 = 1.2 rad/s. At
this frequency the phase margin is 35°, meaning that a 5 © increase is needed.
From the plot in the collection of formulae one can see that N needs to be
about 1.25. We need this phase lead to happen at the crossover frequency
wl = by/N = 1.2 rad/s which gives b = 1.07. Next, we determine Kx
so that w?*? really becomes the cross over frequency from the equation 1 =

|Gp (1wl )G R o (1w2*V)| = 0.5K /N which gives Kx = 2/v/N ~ 1.79. Hence
the designed regulator is given by

1+ 0.93s

GR,C (3) = 179m

. First the phase margins need to be converted from degrees to radians. To know
which system tolerates larger time delays, we calculate the bound L, = % for
both systems and compare. For the uncompensated system (with Gr(s) = 1)
, ®m & 50° ~ 0.87rad at w. ~ 0.8 rad/s. We get

0.87 rad

T 08 rad/s 1.09s.

L,

16



Bode Diagram
Gm = 12.5 dB (at 5.18 radis), Pm = 33.5 deg (at 2.24 radls)
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(a) Bode plot of 5Gr, (s) Gp (s)
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(b) Step response when employing regulator
from (a) and from (b) to 5Gp (s)

Figur 14 Bode plot and step response for compensated system in 5.c

For the compensated system, ¢,, =~ 30° =~ 0.53rad at w. ~ 2 rad/s and

053 rad

Ly = oo 2C
2 rad/s

= 0.265 s.

Hence the original system tolerates time delays better.

For the case that there was no answer in a., the phase margin is ¢,, ~ 40° ~
0.70 rad at we ~ 1.2 rad/s. Then, L, = 22 = {J010 = 0.58s. Thus the

original system still tolerates the time delay better.

Denna uppgift handlar om kénsligheten hos en reglerkrets gentemot stérningar
och brus. Betrakta regulatorstrukturen given i blockdiagrammet i figur 15. Har
ar z den signal man vill reglera, men man méter signalen y, som utsétts for
métbruset n. Storningen d paverkar ocksa systemet.

. Ta fram de respektive 6verforingsfunktionerna fran n till z och d till z, uttryckt

i Gp, Ggr1, GRra. (1p)

17



b. Man uppskattar att kdnslighetsfunktionen, éverféringsfunktionen fran d till z,

ges av
S

5 =302
Man &r orolig for en relativt lagfrekvent storning d som modelleras som en
sinusvag: d(t) = Asin(0.2t), dir amplituden A &r okdnd. Man vill att en sa-
dan storning ska undertryckas med minst en faktor 5 (d.v.s. hogst 20% av
amplituden far finnas kvar i z efter lang tid).

Uppfyller systemet denna specifikation? (1p)

c. For att battre kunna utvirdera systemets storningskénslighet gors experiment
och man far da fram Bodediagrammet i figur 16 for kanslighetsfunktionen S(s).

Vilka frekvenser w pa storningarna d = Asin(wt) uppfyller nu kravet att de
undertrycks med minst en faktor 57 (0.5 p)

d. Man &r dven orolig fér paverkan fran méatbruset n, som ocksa modelleras som
sinusvagor n = A, sin(wt). For vilka frekvenser w géller att méatbruset under-
trycks med c:a en faktor 10 eller mer? Motivera ditt svar noga. (2 p)

Ledning: Betrakta summan och/eller differensen av kdnslighetsfunktionen och
overforingsfunktionen fran n till z.

e. For sidkerhets skull vill man se till att storningar d med hogre frekvenser, upp
till w = 102, undertrycks. Det foreslds darfor att ta fram en ny regulator som
gor kanslighetsfunktionen mindre for alla sddana frekvenser. Vad skulle det

innebéra for kinsligheten mot métbruset n? Motivera ditt svar. (1p)
d
LN Gr1 — = Gp — Z)L»

) 4
n

I e

Figur 15 Blockdiagram fér uppgift 7

Solution

a. Using block diagram calculations, the transfer function from n to z is found
while r =d = 0:
__GreGp
1+ GroGp

GroGp

Z(s) = 1+ GreGp

N(s) thus G =

The transfer function from d to z is found while r = n = 0:

1 1

Z(s) = 15GaGr GR2GPD(S) thus G = 15GaCh GrmCr

Notice there is no dependence on Gpg;.
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Figur 16 Bodediagram for kéinslighetsfunktionen for uppgift 7 c-e

b. The response of a system governed by the transfer function S(s) to a sine input
d(t) = Asinw,t is given by

z(t) = A|S(iwo)|sin(wot + arg{S(iwp}).
Here, we have an input with the frequency wg = 0.2, and therefore,

0.2¢ ‘ 1

Y%
Thus the gain of the disturbence is 0.7

Obviously, the system does not meet the requirement, as the signal is only
repressed by ~30%. We would need 0.2 as the gain of the output z(t).

c. We need to find frequencies for which |S (iwp)| < 0.2. From the Bode plot of
S(iw) we get that the frequencies w < 0.02 satisfy the criterion.
d. First note that

Z(s) Z(s) . . 1 GroGp . 1+ GroGp .
D(s) N(s) §() = Cnz (5) = 14+ GreGp 1+GrGp 1+ GrGp !

and hence
Grn:(s)=S(s)— 1.

Alternatively, add up the functions without the minus sign and notice that
S(s) + =Gpx(s) = 1. In fact, T(s) = % is called the complimentary
sensitivity function, for reasons that will soon be evident.
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To guarantee an attenuation of the measurement noise by a factor of 10, find the
frequencies for which |G, (iw)| = |T (iw)| < 0.1. We are given the magnitude
plot of S(iw). Using that, find the frequency for which |S(iw)| = 0.9 and call
it . At this frequency it holds that |T (iw)| = 0.1. Since the magnitude plot of
S(iw) is strictly increasing, the requirement holds for w > @. From the Bode
plot we get w ~ 9 rad/s.

This problem was supposed to be solved using the Bode plot of S(s), depicting the
actual frequency response. If one uses the sensitivity function from b., one gets:

—0.2
T(s) =5 =1= 773

to guarantee an attenuation of the measurement noises by factor of 10 find frequencies
for which |T (w)| < 0.1 or equivalently |T (w)|?> < 0.01. Hence we get

0.04

iR <001=0044w?>4=>w>/4-0.04~2.

. As is evident from the relation above, suppressing the disturbance d by decre-
asing |S(iw)| for some frequency range inevitably implies that |T'(iw)| increa-
ses for those same frequencies. Therefore, if one proceeds as suggested in the
exercise, the sensitivity towards measurement noise n up to a frequency of
w = 100 rad/s will increase.
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