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Losningar till tentamen i Reglerteknik AK 20200420

=l ) ()

y:[l O)x

1. Betrakta systemet

a. Bestam overforingsfunktionen fran w till y. (1p)

b. Bestim systemets poler, nollstéllen och statisk forstirkning G(0). Ar systemet
instabilt, (marginellt) stabilt, eller asymptotiskt stabilt? (2 p)

Solution
a. overforingsfunktionen fran u till y ges av

G(s):C(sI—A)ﬂB:(l 0] [5451 5112]1[(1]]
1 1

C(s+1)(s+2) s2+3s+2

b. Polerna ges av rétterna till 6verféringsfunktionens ndmnarpolynom
p(s) = (s + 1)(s +2).

Alltsé har systemet en pol i s = —1 och en pol i s = —2. Eftersom realdelen
av alla poler ar strikt negativ, sa ar systemet asymptotiskt stabilt.

2. Bestdm o6verforingsfunktionen fran A till B for systemet i Figur 1 uttryckt med

P och Q.
A
+— P J@)— Q B
Figur 1: Blockschemat for Uppgift 2
(2 p)
Solution

Blockschemaberdkningar ger att

B=Q(PB+A)+A) =QPB+Q(P+1)A
<~ B(1-QP)=Q(P+1A
QP H+1)
@ B -_ WA.

overforingsfunktionen fran A till B ges alltsa av

QP +1)
1-QP



3. En klapare till ingenjor har misslyckats i sin design av ett kritiskt processteg
i en nybyggd toalettpappers-fabrik. Detta har resulterat i en instabil process.
Ingenjoérens nagot mer kompetenta kollega har lyckats hérleda en modell av
processen

s+1

5s—3
och hyser gott hopp om att processen skall kunna stabiliseras med en regulator.
Regulator och process ar kopplade i enlighet med blockdiagrammet i figur 2.

Gp(s) =

GR (S) GP(S)

Figur 2: Blockdiagram foér process i uppgift 3.

a. Bestam parametrarna K > 0 och 7; > 0 for en Pl-regulator, Gr(s), som
stabiliserar processen och ddrmed sidkrar Nordens toalettpappersforsérjning.

(2 p)
b. Berdkna det stationédra felet d& processen utsitts for en laststérning i form av
en ramp, v(t) = t. Systemet borvirde antas vara noll. (2 p)

Solution

a. overforingsfunktionen for en Pl-regulator ar

Ga(s) = K (1 4 31T>

och det slutna systemets 6verforingsfunktion &r

a (S)— GrGp _ (S+1)K(SE+1) _
A T IYGRGp T,(K—1)82+ (KTi+ K +3T) s+ K
s+ DK (ST +1) /(Ti(K — 1))
- KT;+K+3T; :

5ty S T rkem

Ett andra ordningens system med polpolynom p(s) = s2+a1s+as ir asympto-
tiskt stabilt om och endast om samtliga koefficienter ar positiva, d.v.s. a; > 0
och ay > 0. Eftersom integraltiden 7; > 0 , sd &dr det slutna systemet asymp-
totiskt stabilt for alla PI-regulatorer med K > 1.

b. overforingsfunktionen fran v till e ar

Gus(s) = Gp(s) - s(s+1)T;
T 14+ Gr(s)Gp(s)  Ti(K—1)s2+ (KT;+ K +3T;)s + K




Laplacetransformering av laststorningen ger V(s) = s% Under férutsiattning
att Pl-regulatorn valts sa att systemet ar asymptotiskt stabilt kan slutvirdes-
teoremet anvindas och det stationdra felet ges da av

e(o0) = E_r}n sE(s) = ll_I}I(l) sGeU(s)?
. (s+DT;

= lim — = —
s—=0 Ti(K—-1)s2+ (KT;+ K+3T;)s+ K

=5

4. En tryckkokare med motordriven inflodesventil ska serietillverkas men moto-
rerna som kommer fran tre olika underleverantorer verkar vara lite olika. I
Figur 3 ges Nyquistkurvorna for de tre motorerna. Anta att motorerna ska
styras av en P-regulator, u(t) = Ke(t). Vilket dr det storsta positiva K som
kommer att ge stabila slutna system for samtliga modeller? (1p)

Motor 1

Motor 3

-0.2
E o4
-0.6
-0.8 :
A}
-1 -05 1] 05 1 -1 —D‘.5 o 05 1 15 2
Re Re

Figur 3: De uppmétta Nyquistkurvorna for de olika motordrivna ventilerna i uppg. 4.

Solution

Losningen bestar av att vi tar fram vilket system som lattast blir instabilt
vid aterkoppling med en P-regulator (d.v.s. en forstarkning K), vilket ges
av amplitudmarginalen. Denna kan avldsas i diagrammen genom att hitta
var Nyquistkurvan skir negativa reella axeln. Amplitudmarginalen ges da av
—1/x., om z. &r koordinaten for skdrningspunkten. Avldsning i diagrammen
ger att Al ~ 2.5 A2 ~1.42, A3 = 3.3, vilket siledes tilliter ett maximalt K
pa 1.42

5. Para ihop overforingsfunktionerna (G;-G4) nedan med ratt stegsvar (A-F) i

Figur 4. Motivera (det riacker inte att enbart hinvisa till matlab). (2 p)
1 2
G = —— G frg
S B P 2(8) = ot e
1 1
)= ot = o
Solution

Bland 6verforingsfunktionerna G1-G4 finns inget system som har nagot noll-
stalle i hoger halvplan (ingen av 6verforingsfunktionerna har nagot nollstéalle
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Figur 4: Stegsvar i Uppgift 5.

alls) och inget system som &r instabilt (dvs. har nadgon pol i hoger halvplan).
Detta betyder att stegsvar B (som initialt gar at fel hall) och stegsvar F (som
ej ar begrinsat) kan uteslutas.

G'1: Systemet har tva reella poler i —1 och &r ddrmed asymptotiskt stabilt.
Den statiska forstarkningen dr G(0) = 1. Eftersom polerna &r reella fas ingen
Overslidng, sa detta maste svara mot stegsvar A, som har slutviardet 1.

G2: Systemet har tva komplexkonjugerade poler i —144 och dr ddrmed asymp-
totiskt stabilt. Den statiska forstéarkningen &r G(0) = 1. Detta maste svara mot
stegsvar E som har en 6versling och slutvardet 1.

G'3: Systemet har tva poler i —1 och &r dérmed asymptotiskt stabilt. Den
statiska forstarkningen dr G(0) = 0.5. Detta maste darfor svara mot stegsvar
D som har slutvardet 0.5.

G4: Systemet har tva poler pa imagindra axeln i ¢ och ar ddrmed stabilt men
inte asymptotiskt stabilt. Darfor maste detta svara mot stegsvar C, som ar
begréinsat men ej nar ett slutvirde.



6. Spridningen av viss typ av virus i en population kan modelleras med den sa
kallade SIS-modellen (dér SIS star for Susceptible Infected Susceptible), vilken

ges av
T = —szlxg(l —u) + yx2
Lo = ﬁxlxg(l —u) — yx2
N
Yy=1=x2

dér x; ar antalet icke-infekterade, eller mottagliga, individer, xo ar antalet in-
fekterade individer och N &r antalet individer i populationen. Spridningstakten
B anger produkten av antalet personer som en infekterad individ i snitt har
konktakt med per tidsenhet och sannolikheten for att viruset sprids vid varje
kontakt, medan ~ &r aterhdmtningstakten, d.v.s. snittiden for att tillfriskna
ar 1/~. Styrsignalen u € [0, 1] innefattar atgérder for att minska smittorisken,
som t.ex. social distansering och férbattrade hygienrutiner.

a. Antag att u = 0 och visa att x1 = Nv/3, 29 = N — x1 ar en jaimviktspunkt.
(0.5 p)

b. Linjarisera systemet kring jamviktspunkten i foregaende deluppgift. (2 p)

c. Visa att det linjariserade systemet inte ar styrbart. Hur tolkar du resultatet?
(1.5 p)

Solution

a. Vi har systemet

T = _lea;Q(l —u) +yxe =: fi(z1,x2,u)

g = leajg(]_ —u) —yry = fo(z1, 72, 1)

Yy =x9 =: g(x1,22,u)

For (29, 29,u%) = (N3, N — 21 = N232,0) far vi

0.0.00_ BB =7, B—v_  _B—7 B—n
fQ(xcl)ng?uo) = —fl(a:(l),xg,uo) =0

Alltsd giller det for (29, 29,u’) att &1 = 0 samt @9 = 0, och detta ir siledes
en jamviktspunkt.

b. Vi far foljande partiella derivator

oh _ B B oh _ B B oh _ B
aT;l_ Nga(l u)’ 87.1’2_ Na:l(l u)—l— , 87’11/ N«xlm%
Oh B, W B 0 B
3(51 N 2 ) a$2 N 1 v, au N 142,
9y B0, g

ox1 Oxo ou



Derivatorna evalueras i (29, 29, u%):

oh _ oh ., Oh o
6:61_7 Ba 8x2_0a 8@6 _Nﬁ(ﬁ 7)7
o _ o, b\

6:161 _B 7> 8.%'2_0’ au _Nﬂ(7 6)7
99 _o 99 _, 99 _

0x1 =0, 0z =1 Bu_o'

Vi introducerar de nya variablerna Axq = x1 — ZE?, Axg = 29— :Ug, Au=u—u

samt Ay =y — 4% och far det linjériserade systemet
d -8 0 NF(B =
Aan:(,y 8 >Ax+( f( ) Ay
dt B—=v O NE(V —B)
Ay=(0 1)Az

a O b
. System-matriserna har strukturen A = 0) , B = < b) for nagra
_a [e—

konstanter a och b. Vi far styrbarhetsmatris

(B AB)= (—bb —fb)

vilken har determinant 0. Systemet &r dérfor inte styrbart. Orsaken &r att
summan av tillstdnden x1 + x2 inte gar att paverka. Vi har ndmligen att x; +
x9 = N hela tiden. Detta beror pa att inga individer féds eller dor i denna
modell.

Designa en tillstdndsaterkopplingsregulator pa formen

u=—Lx+l,r

=l Al

y = [0 1]:5.

for systemet

Det slutna systemet ska ha en poli s = —1 och en pol i s = —2 och det ska
inte uppsta nagot stationért fel. (3p)

Solution

Inséttning av styrlagen i differentialekvationen ger att
= Ax + Bu= Ax — BLx + Bl,r.
Laplacetransformering ger att

sX =AX — BLX + BI,R
< (sI — (A— BL))X = Bl,R
= X = (sI — (A— BL))"'BI,R.



Utsignalekvationen ger da att
Y =CX =C(sI — (A— BL))"'BI,.R.

Polerna for det slutna systemet fran R till Y ges av losningarna till

Ozdet(sI—A+BL):det<[; 2]—[_11 _01]+[é] (n 12)>

S—|—l1+1 l2
-1 s+1

=s+s(li+2)+ (L +12+1).

Matchning av koefficienter med det énskade polpolynomet
p(s)=(s+1)(s+2)=5"+3s5+2
ger

52 1 =1,
s L+2=3s1l =1,
s0: Lh+lh+1=21=0.

I stationéritet ges det slutna systemet av

vt 1) [ 5 (2)- ()

1 -1 x9
y=Cr&sy= [0 1) [Z]

Vi far alltsa ekvationssystemet

0= —2x1 + I,
0= Tr1 — T2,
Yy = 2.

Eftersom vi inte vill ha ndgot stationért fel sa far vi &ven villkoret r = y, vilket
ger oss den unika l6sningen [, = 2. (Den tredje ekvationen ger xo = r. Den
andra ekvationen ger sedan x1 = x9 = r. Slutligen ger da den forsta ekvationen
—2r + 1,7 =0 < [, = 2.) Den sokta styrlagen ar alltsa

u = —x1 + 2r.
Notera att det dven ar mojligt att finna [, genom att 16sa
C(sI —(A—BL)) 'Bl, =1
for s = 0.
En process G,(s) ska styras via aterkoppling med en regulator G, (s). Bode-
diagrammet for G,(s) syns i figur (a) ovan. Bodediagrammet f6r G, (s)G,(s)

syns i figur (b) ovan. Bada funktionerna kan antas vara rationella funktioner
av s, alltsa bestd enbart av polynom i téljare och ndmnare.
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a. Innehaller regulatorn G, (s) en integrerande effekt? Motivera ditt svar genom
bodediagrammen ovan. (1 p)

b. Ar det dterkopplade systemet stabilt? (1p)

Solution

a. I och med att G,(s) for laga frekvenser har fasen 0 och G,(s)G)p(s) har fasen
-180 méste G,(s) vid liga frekvenser vara 1/s% Vi har dérfor en dubbelt
integrerande effekt och svaret &r ddrmed ja.

b. Skérfrekvensen for G, (s)G,(s) ar enligt figuren 1rad/s, och dar &r fasmargi-

nalen ca 28 grader. Darmed &r det aterkopplade systemet stabilt.

. L&t G vara ett systems 6verféringsfunktion och y vara systemets stegsvar. Visa

att stegsvarets initialderivata ¢(0) ar skiljd fran noll om G &ar asymptotiskt
stabil och given av

b
s+a’
men noll om G ar asymptotiskt stabil och given av

Gi(s) =

e

N I

dér a, b, ¢, d och e ar positiva och reella konstanter.

. Stegsvaret av systemet

Y= ( 1 O] z
visas 1 Figur 6. Trots att systemet dr av andra ordningen sé &r y(0) # O.
Forklara hur detta dr mojligt, trots resultatet i Uppgift a. (2 p)
Solution



Figur 6: Stegsvaret i Problem b

a. Laplacetransformen av stegsvarets tidsderivata ges av
sY (s) = sG(s)U(s) = sG(s)— = G(s).

Eftersom bade G och Gg dr asymptotiskt stabila sa har sG(s) alla poler i
vanstra halvplanet. Begynnelsevardesteoremet ger da att

limy(t) = lim sG(s).

t—0 5§—00

For GG, fas alltsa att

) ) ) s . a
§(0) = lim sGi(s) = lim ——b= lim (1— 8+a) =0

och for G5 fas att

. . . €s . es . es
9(0) = lim sGa(s) = Jim iy = M oy — i 5 =0

b. Overféringsfunktionen for systemet ges av

G(s) = C(sT = A)'B = 1 0][s+1 0 ]*[1]

-1 s+1 2
1 +1 0 1 1 1
= —— (1 0) ° _ st 1
(s+1)2 1 s+1 2 (s+1)2 s+1

Eftersom vi forkortade bort en pol och ett nollstélle i 6verforingsfunktionen
s& har alltsa systemet bara forsta ordningens dynamik, trots att vi i var till-
standsrepresentation hade tva tillstand.

Kommentar: Ett alternativt satt att 16sa uppgiften pa ar att ta sig en ndrmare
titt pa tillstandsrepresentationen, vilket avsléjar att y bara beror pa x;, som
i sin tur inte beror pa xo. Om vi forkastar det andra tillstandet sa fas alltsa
anda precis samma relation mellan insignal och utsignal.
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