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Styrbarhet och observerbarhet

Exempel av Kalman's uppdelning

Olika satt att beskriva dynamiska system

Differentialekvation
V+ay + ay = b+ bu

Formelsamling

— T~

Tillstandsform

X =Ax+ Bu )
y = Cx+ Du Overféringsfunktion
Y(s) = G(s)U(s) = &2

G(s)=C(sl—A)'B+D

Repetition: tillstand och tillstandsform

Tillstdndsformen beskriver hur tillstdndens dndras beroende pa
nuvarande tillstand x och insignal u enligt

. dx
X —_— =

= Ax + Bu

dar A ar en matris och B en kolumnvektor.

Matsignalen/systemets utsignal ges av

y = Cx (+ Du)

U(s)
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Nésta forelasning: Nistan samma, men om
observerbarhet /tillstandsskattning

Styrbarhet och observerbarhet

Hur val kan man reglera tva delsystem samtidigt?

o Q: Ar det nagra skillnader p3 de tvi olika fallen nedan (och

hur beror det pa forstarkningen b?

Repetition: tillstand och tillstandsform

Manga fysiska system kan beskrivas av differentialekvationer.

Exampel: Dampat fjader-mass-system (y <> hastighet, y <>
position)
my(t) = —cy(t) — ky(t) + F(t)

Tillstdndsvektorn x ar en samling av fysiska storheter som
sammanfattar historien och beskriver nulaget.

X; kan vara positioner, hastigheter, strémmar, spanningar,
kolangder, antal virtuella maskiner, temperaturer, koncentrationer,
etc. o

Tillstandsform < Overféringsfunktion

Ett system med tillstandsrepresentation

x = Ax+ Bu
y = Cx (+ Du)

har 6verféringsfunktionen

G(s)=C(sl—A)'B+D

En éverféringsfunktion kan skrivas p& (oandligt) minga olika
tillstdndsformer.

Standardformerna: styrbar kanonisk form, observerbar
kanonisk form, diagonalform, se Formelsamling.




F08: Tillstandsaterkoppling Styrbar kanonisk formmOQObserverbar kanonisk form

Systemet med 6verféringsfunktionen

b1s" L+ bys"2 4+ b,
s"+as" 44 a,

har styrbar kanonisk formobserverbar kanonisk form

G(s) =D+

1. Styrbar form
—d1p —a2 ... —dap—-1 —an
2. Tillstdndsaterkoppling 1 0 0 0
3. Exempel ? =|0 1 0 0 |z+ u
t :
4. Styrbarhet : 0
5. Integraldel i regulatorn 0 0 1 0

PID och tillstandsaterkoppling Process

PID-regulator:

t
u:K(eJr%/e(T)dTJerE), e=r—y
i

dt
Tillstdndsaterkoppling
x = Ax+ Bu
u= /ref r+ /1(X1,ref - Xl) + /2(X2,rerr - X2) = ocooqp /n(Xn,ref - Xn) y = Cx
=hefr—hx1—hxo— -+ = Ipxn Y(s) = C(sl — A)"*BU(s)
OM X1 ref = Xairef = ovn = Xre = 0 Karaktaristiska polynomet ar  det(s/ — A)

Vi kommer aven att lagga till integraldel till
tillstandsaterkopplingen senare.

Regulator Slutna/Aterkopplade systemet

x = Ax + B(hef r — Lx)

Linjar tillstandsaterkoppling (A—BL)x + B
= - X ref I

u:l,efr—llxl—I2x2—~~—l,,x,,
= ke r — Lx y =
™ Y (s) = C[sl — (A — BL)]"*Bls R(s)
o [Il G /”} = Vi har ny systemmatris.
Xn Nya karaktéristiska polynomet &r  det[s/ — (A — BL)].

Valj L for att fa onskade poler.

Valj hes for att fa y = r i stationaritet.

12 13
Exempel 1 — DC-motor Exempel 1 (forts) — Tillstandsform

Overféringsfunktionen fran spanning till vinkel:

Go(s) b 100 . b
s)j= ——= —— = —
P s(s+a) s(s + 10) X1 axy + bu
)'(2 = X1
Yy =x2
u 100 1 1 y=2x
s+ 10 §
—a 0 b
X = X + u
1 0 0
Rk
Q: Vad motsvarar x; respektive x;?
Tillstdnd x; motsvarar vinkelhastighet
14 15

Tillstdnd x, motsvarar motorvinkel




Example 1 (forts.) — Aterkoppling fran bade x; och x;

DC-motor exempel

Styrlag:

u= Iref r— /1X1 — /2X2
Slutet system:

. —a—bh —bh blrer
X = X+ r
1 0 0

o 1)

<
Il

Karaktaristiskt polynom:

S+3+b/1 b/2

det(sl — A) = I
= s

= (5+ a-+ b/l)S + b/2
=52+ (a+ bh)s+ bh

Polene kan placeras var vi 6nskar genom att valja /1, h.

| stationéritet:

0— Kj _

Valj hef = h. Det ger xo = y = r i stationaritet.

X1

—(a+ bh)x1 — bhxp + bhet r} N {xl -0

hxo = hes r

Exampel 1 (forts) Exempel 2

Figure 1: Tillstdndsaterkoppling motorreglering.

Styrlagen
u=lr—hxi—hxx=1Ilr—Lx
ger det slutna systemet
, {—10 — 100h —100/2} {100/,}
X = X+ r

1 0 0
17

Kan vi fritt vilja énskat karaktéristiskt polynomial (poler)?

0 . 1
X u

-2 0

s+14+h b ‘

det(s/ — A+ BL) = 0 +2
s

=(s+1+h)(s+2)

Vi kan inte paverka xp!

18 19
Styrbarhet
rt
x(t) = e*x(0) +/ A9 Bu(s)d
0
Systemet Cayley-Hamilton:
x = Ax + Bu 0=A"+aA" 1+ ...t a, 1A+ a,
kallas styrbart om for varje a och b det existerar en styrsignal u dar det(sl — A) = s" + a;s" L+ - + a,_15 + a.
som andrar systemet fran tillstand x(0) = a till tillstdnd x(t) = b.
Vi far da
1
M=+ At + A%+ ...
OBS! Stybarhet oberoende av y, C och D! 2
=S ao(t)/ + (tl(t)A QP ooe g anfl(t)Anil
20 21
Kriterium for styrbarhet
Det foljer att
rt
x(t) = e*ta+ / A=) By(s)ds
Jo
n—1
_ At 5 ak
=& @ar I;)“dkA & Systemet x = Ax + Bu ar styrbart om och endast om (omm)
dar i = [L au(t — s)u(s)ds. rang (B AB A"1B] = n
Losnigar far alla a och b = x(t) existerar om och endast om Ws
2 o1 Matrisen W; kallas styrbarhetsmatrisen.
B,AB,A°B,...,A" "B
ar linjart oberoende.
22 23
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Example 2 Exempel 3a — Pumpning till undre tanken

—-a 0 b
% = /e - B =
X X + bu { 1 0 X+ 0 u
X1 = —axy
b —ab .
rang Ws = rang 0 b =2 Styrbart! Xp = axy — axa + bu
_|—a 0 oo 0 u
“la -a b
-1 0 1
X:AXJrBu:{O 2}X+{0}u 0 o
N W, = Ej styrbart!
1 -1 b —ab
rang Ws = rang =il Ej styrbart!
0 0
24 25

Exempel 3b — Pumpning till 6vre tanken Exempel 3c — Pumpning till parallella tankar

X1 = —axqy + bu X1 = —axy + bu
Xp = axy — axp Xp = —axp + bu
X = -2 0 X+ b u X = -2 0 X+ b u
| a -a 0 “lo -a b
b —ab b —ab .
Ws = {O ab } Styrbart! Ws = L 73[)} Ej styrbart!
26 27

Styrbar form Tillstandsaterkoppling i styrbar kanonisk form

b1$n71 + -+ bp_15+ b,

G(s) = —ai—h —a—h ... —ap1—lh1 —an—1h
s"+as" 1+ +a_15+a, 1 0 0 0
[—a; —a ... —ap_1 —an 1 A—BL= 0 1 0 0
1 0o ... 0 0 0
x=10 1 .. 0 0 | x+ |0]|u 0 1 0
3 : Nytt karaktaristiskt polynom
L 0 1 0 0 " (@ +h)s" (e h)S" 2 (an )
——r ——— N——
y=[b b . baa b|x
B Fordel: Enkelt att se hur man ska vilja L = [/1 h ... I,,}
01 . for att andra fran ursprungligt karaktaristiskt polynom till
W =|. ) . Styrbart! onskat!
: .o 29
Integraldel i regulatorn Introducera ett extra tillstand x; som integralen av reglerfelet.
x,-:/(rfy)dt = Sg=r=y=r=0Cx
r .
L=
@ e l £ 71‘
En begransning med vanlig tillstandsaterkoppling ar att den :
saknar integraldel, vilket resulterar i risk for stationdra reglerfel.
Figure 2: Introducera extra tillstand x; for tillstidndsreglering med
integraldel.
30 31




Om vi utokar tillstdndsvektorn x med integraltillstandet x; s& att
X1
S =
Xn
Xi

kan det utokade system skrivas

. X A 0 B 0
Xe = {} = {*C O}Xe-‘r {0}u+ {Jr:Aexe-l—Beu+B,r

y = [C 0} Xe = CeXe

Vi har darmed fatt en regulator med integraldel. | stationaritet
galler att x. = 0 och dérmed Xx; =r —y = 0.

Tillstandsaterkoppling med integraldel (forts)

Regulatorn bli nu
u=lr—ILx—Ilixi=lr— Lexe
dar
Le=[L #]
Detta ger det 3terkopplade (slutna) systemet som
Xe = (Ae — Bele)xe + (Belr + Br)r

y = Cexe

Parametrarna i vektorn L. viljs som?! s3 att vi far det 6nskade
closed-loop pole placement, just as previously. Polernas placering
ges av det karaktaristiskt polynomet

det(s/ — (Ae — Bele))

!INTE samma varde for L med resp utan integraldel! 33

32
Anm: Vi behoéver inte langre parametern /, for att uppnd y = r i
stationaritet.
Parametern paverkar inte polerna till det slutna systemet, men
dess nollstallen. Nollstallen paverkar det transienta svaret
properties at setpoint changes.
Vi kommer att dterkomma till inverkan av nollstallen senare i
kursen.

34

F08 — Sammanfattning
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Nasta forelasning

e Observerbarhet
e Tillstandsskattning
o Utsignalaterkoppling

e Pol-nollstallesforkortning (Varning!)

35




