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1. Ett system &r givet pa tillstandsform som
(-1 2
xr=

0 -1
y=[1 0]z

0

T+
2

a. Berédkna systemets dverforingsfunktion. 1.0p

0,

ot
=

b. Ange systemets poler och nollstéllen (om de finns).

0,

ot
=

(1,0 p)
(0,5 p)
c. Ar systemet asymptotiskt stabilt, stabilt eller instabilt? ( )
d. Beskriv systemet med en differentialekvation. (1,0 p)

Solution

a. Overforingsfunktionen ges av

—1
Gls) = C(sT— A)'B=[1 0][531 51211 m

_1 o] 1 s+1 2 0 4 B 4
B (s+1)2| 0 s+1|[2] (s+1)2 s24+2s+1
b. Systemet har tva poler i s = —1, men inga nollstéllen.

c. Eftersom bada polerna har negativ realdel sa ar systemet asymptotiskt sta-
bilt.

d. Fran overforingsfunktionen far vi

4

Tl = SV ()+ 28V (5) + Y (s) = 4U(s).

Y(s) =
Invers Laplacetransformering ger da

§(t) +29(8) + y(t) = du(t).

2. Ett system beskrivs av foljande differentialekvation:

..+.2+i_u
gy y+1

a. Infor tillstdndsvariablerna x1 = y samt xo = ¥ och skriv systemet pa tillstands-

form. (1,0 p)

b. Bestam alla stationidra punkter (x(l), ), uo) for systemet. (0,5 p)

c. Linjérisera systemet kring den stationira punkt for vilken u® = 1. (1,5 p)
Solution
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a.
1 = wxo= fi(x1,22,u)
1
T = —1'3 — m +u= f2($171’27u)
b. :1'31zoochfbgzoger:ngz()samtx?:u%—l.
c. Partiella derivator:
ofr  0fi . O0fi
— =0 — =1 —=0
oxy 0xo ou
o _ 1 Oh__,  Oh_,
or1  (z+1)2 Oz 2 0z

Infér variabelbytet Axy = 1 — :v(l), Axy = 29 — :1;8 och Au = u — uP.

Insdttning av 21 = 1, 29 = 0 och u =1 ger:

2o,
ditm =Ax1 + Au
3. Vi har en process
Gr(s) = S qlL 2

med styrsignal u(¢) och métsignal y(¢) som vi vill reglera med en P-regulator
u(t) = K(r(t) — y(t)), dar r(t) ar var referenssignal.

a. Bestdm regulatorparametern K sa att det slutna systemet (fran r(¢) till y(t))

far polpolynomet (s + 4). (1,0 p)
b. Berdkna det stationéra vardet pa y(t), d.v.s. y(t) nér ¢ — oo, ifall referenssig-
nalen r(t) ar ett enhetssteg. (1,0 p)
c. Vad blir utsignalen y(t) ifall referenssignalen ar r(¢) = sin(3t)? (1,0 p)

d. Vivill att det stationédra virdet pa y(t) ska bli lika med r(¢), nér referenssigna-
len ar konstant. Foresla en regulatortyp som uppnar detta, och beskriv vilken
egenskap hos regulatorn som mojliggor detta. (1,0 p)

Solution

a. Vi har Y(s) = Gp(s)U(s) och U(s) = K(R(s) — Y(s)). Da vi sitter in den
andra ekvationen i den forsta och loser ut Y (s) sa far vi det slutna systemet

K

Y(§) = ———
(5) s+2+ K

R(s).

Det 6nskade polpolynomet erhalls genom att vilja K = 2.

b. Att referenssignalen &r ett enhetssteg innebér att R(s) = 1/s. Slutvirdessatsen

ger da
lim y(t) = lim sY(s) = lim s—— * = lim —— = +
tiréloy —sl_I>I(l]S 5 _sl—r>r(l)88—|-48_sl—r>r(l)s+4_2.

Resultatet ar giltigt, eftersom 2/(s + 4) ar ett stabilt system.
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Figur 1 Bode-/Nyquistdiagram till uppgift 4.

c. For linjira tidsinvarianta system géller det i allménhet att ifall insignalen &r en
sinussignal u(t) = sin(wt), sa blir utsignalen y(t) = |G(iw)| sin(wt + arg G(iw)),
d.v.s. en sinussignal med samma frekvens, men med en annan amplitud och en
fasforskjutning, som avgors av overforingsfunktionen. I vart fall &r insignalen
till det slutna systemet r(¢) = sin(3t), och det har 6verforingsfunktionen G(s) =
2/(s+4). Vifar |G(iw)| = 2/(Vw? + 16) och arg G(iw) = — arctan(w/4), vilket
for w = 3 ger |G(iw)| = 2/5 och arg G(iw) = —arctan(3/4). Vi far alltsa

y(t) = 2sin(3t — arctan(3/4)) ~ 2 sin(3t — 0.64).

d. Det stationéra felet blir noll d& referensvéirdet halls konstant ifall vi anvander
t.ex. en Pl-regulator. Detta beror pa att regulatorn har integralverkan, d.v.s.
att dess 6verforingsfunktion har en pol s = 0.

4. Betrakta foljande fyra system:

1 1
= ——— G = ———
2s + 2’ 5(5) s2 +10s’
0.25 4
G (s) = Gs(s) = —
)= F 031005 = Eiios 54

Go(s)

a. Ange vilket av Bode- eller Nyquistdiagrammen A-F i figur 1 som tillhoér var
och en av de fyra 6verforingsfunktionerna (fér varje 6verforingsfunktion finns

antingen ett Bode- eller ett Nyquistdiagram). Motivera dina svar. (2,0 p)

b. Ange vilket av stegsvaren 1-6 i figur 2 som tillhér var och en av de fyra 6ver-

foringsfunktionerna. Motivera dina svar. (2,0 p)
Solution
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Figur 2 Stegsvar till uppgift 4.

a. G,(s) ar ett forsta ordningens system utan dodtid, vilket innebér att faskurvan
inte kan ga ldgre an till —90°. Alla Bodediagrammen kan ddrmed uteslutas.
Systemets statiska forstarkning |G, (0)| = 1/2 ar startpunkten fér Nyquistkur-
van, sa vi ser att systemet motsvarar E. Vi har alltsd Gy (s) <> E.

Gp(s) har en pol i s = 0, och innehaller dérmed en integrator. Detta inne-
bér att forstdrkningen gar mot odndligheten nir w — 0. Nyquistkurvorna gar
aldrig mot odndligheten, och kan ddrmed uteslutas. I Bodediagram syns detta
som att forstarkningskurvans lutning dr —1 vid laga frekvenser, vilket ar fallet
endast for F. Vi har alltsa G(s) <+ F.

G+ (s) och Gs(s) har bada statisk forstarkning 1, sa Nyquistdiagrammen kan
uteslutas. Dessa ar andra ordningens system med komplexkonjugerade poler,
dir polpolynomen kan skrivas som (s? + 2¢ws + w?), dir w avgér systemets
snabbhet och ¢ avgdr dess dampning. Vi ser att ddmpningen ¢ = 0.3 &r samma
for bada, medan w, = 0.5 och ws = 2. Nar ddmpningen ar ldg sa far forstark-
ningskurvan i Bodediagrammet en resonanstopp i nirheten av frekvensen w.
G, (s) ska alltsa ha en resonanstopp i nirheten av 0.5 och G5(s) i ndrheten av
2. Vi kan utesluta C, eftersom fasen gar ner ldagre &n till —180°, vilket inte kan
hénda for ett andra ordningens system utan dodtid. Da far vi G (s) <+ B och
G5(S) + D.

b. Systemet G,(s) ar ett stabilt forsta ordningens system med statisk forstark-
ning 1/2. Detta innebér (enligt slutvirdessatsen) att stegsvaret gar mot 1/2
nér t — oo. Vi maste alltsa ha G, (s) <> 4.



Reglerteknik AK 2021-10-25

Gp(s) innehéller en integrator, vilket innebér att insignalen integreras, sé att
utsignalen fortsétter att vixa sa lange u(t) > 0. Darmed maste vi ha G(s) <
6.

Eftersom G (s) och Gj ar resonanta system (vilket vi ser pa resonanstoppen
i Bodediagrammet, eller pa att de har lag ddmpning () bor vi se svingningar
i stegsvaren. Stegsvaren ar alltsa 1, 2 eller 3. Vi noterar att stegsvaret 2 har
en dodtid, vilket ingen av Gverforingsfunktionerna har, sa detta kan uteslutas.
3 svinger snabbare dn 1, och méaste ddrmed ha en storre resonansfrekvens. Vi
maste alltsa ha G, (s) <+ 1 och Gs(s) <> 3.

5. Ett system ar givet pa tillstandsform

—_——
A B
y = (1 0)x
——
C
a. Vad innebér det att ett system &r styrbart? (0,5 p)
b. For vilka viarden pa 3 ar systemet inte styrbart? (1,0 p)

c. Lat 8 = 1. Antag att du aterkopplar systemet med styrlagen
u=—Lz

dar L = (I [3). Bestam L sa att det aterkopplade systemets poler placeras i
—5. (1,0 p)

d. Antag att du aterkopplar systemet med styrlagen
u=—LZ
med samma L som ovan. Vektorn # skattas med Kalmanfiltret

t=(A—-KC)2+ Bu+ Ky

dir K = (ky  ko)'. Bestim K s& att Kalmanfiltret &r dubbelt s& snabbt som

tillstandsaterkopplingen. (1,0 p)

e. Ge en anledning varfor Kalmanfiltret inte bor vara for langsamt. (0,5 p)

f. Ge en anledning varfor Kalmanfiltret inte bor vara for snabbt. (0,5 p)
Solution

a. Definition fran foreldsningsanteckningar: En tillstandsvektor xg ar styrbar om
det finns en styrsignal som o6verfor tillstdndsvektorn z fran origo till ¢ pa
andlig tid. Ett system &ar styrbart om samtliga tillstdnd &r styrbara.
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b. g8 =2 eller g = 0 via styrbarhetsmatrisen:

1 B-5
0 |=26—62
B =3
C.
)\+5+l1 _1+l2 2
M —(A—BL)| = = A2 (8411 + o)A+ 15+4y + 51
| ( )l | . N34l + (8411 +12) A+ 15+ 411 + 52
ger L=(0 2).
d.
A+5+k -1
\)\I—(A—KC)\:‘ ot ‘:)\2+(8+k1)/\+15+3k1+k2

ko A+3

ger k1 = 12 och ko = 49.

e. Ett langsamt Kalmanfilter gor att rekonstruktionsfelet konvergerar langsamt.
De skattade tillstanden, som aterkopplas, kan da skilja sig betydligt fran riktiga
tillstanden, vilket kan paverka tillstandaterkopplingens prestanda och robust-
het.

f. Ett snabbt Kalmanfilter innebér att de skattade tillstanden blir mer kénsliga
for matbrus.

6. Bodediagrammet for en linjar, tidsinvariant process Gp(s) ar givet i Figur 3.
a. Har processen en integralverkan? Motivera ditt svar. (0,5 p)

b. Berdkna processens amplitudmarginal, fasmarginal samt dédtidsmarginal.

(15 p)
c. Vad blir utsignalen fran systemet (efter att transienten har dott ut) da insig-
nalen ar sin (0.01¢)7 (1,0 p)

d. Anvénd Ziegler-Nichols frekvensmetod for att bestdmma parametrarna i en PI-
regulator. (1,0 p)

e. Istéllet for att anvdnda Pl-regulatorn, halvera det stationéra felet som uppstar
nar referensviardet r ar ett enhetssteg genom att anvinda en fasretarderande

lank
s+ a

s+a/M

Fasmarginalen far minska med hogst 6°. (2,0 p)

GK<S) =

f. Lat M — oo for den fasretarderande ldnken. Vilken typ av regulator motsvarar
detta? (0,5 p)

Solution
Som referens, processens 6verforingsfunktion ges av

24,2(s +0,5)%(s + 0, 05)
(s +10)2(s + 1)3(s +0.001)"
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Figur 3 Bodediagram till uppgift 6.

. Nej, lutningen for laga frekvenser &r 0 och fasen &ar 0°.

. L&s ut som vanligt fran Bodediagrammet. Amplitudmarginal=118, fasmarginal=113°,
dodtidsmarginal=688 s.

. Lés ut forstarkningen och fasen fran Bodediagrammet. Forstarkning=0.3, fas=-
73°=-1,3 rad. Frekvenssvaret blir ddrmed 0, 3sin(0,01t — 1, 3).

. For att systemet ska sjalvsvanga ska forstarkningen Ky = 118 (amplitudmar-
ginalen). Systemet kommer sjalvsvinga med vinkelfrekvensen wy = 12 rad/s,
vilket ger periodtiden Ty = i—’; =0,53 s.

Ziegler-Nichols frekvensmetod ger saledes att K = 53 och T; = 0,44 s.

. Felet ges av e(t) = r(t) — y(t). Laplacetransform ger E(s) = R(s) — Y (s) =

Gp(s)Gk (s . .. . .. o
(1 - %) R(s) = mR(s) (6verforingsfunktionen &r alltsa

systemets kénslighetsfunktion). For en fasretarderande ldnk ar G (0) = M
och processen dr begriansad Gp(0) = 3.

Slutvirdesteoremet ger stationara felet: lims_,g SE(s) = lims_,0 sm% =

ﬁ. Utan fasretarderande lank &r M = 1, for att halvera stationéra felet
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maste alltsg 1 1. =1 = _1

5193 = 8 = 177 Vvilket ger M = %
For att inte fasmarginalen ska minska mer dn 6° sa vilj a = 0.1w, = 0.0003.

f. Det blir en Pl-regulator.



