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Poiangberikning och betygssidttning

Losningar och svar till alla uppgifter ska vara klart motiverade. Tentamen omfattar
totalt 25 poédng. Podngberdkningen finns markerad vid varje uppgift.

Prelimindra betygsnivaer:

Betyg 3: lagst 12 poang
4: lagst 17 podng
5: lagst 22 poang

Tillatna hjilpmedel

Matematiska tabeller (TEFYMA eller motsvarande), formelsamling i reglerteknik
samt icke forprogrammerade raknare.

Tentamensresultat
Resultatet meddelas via LADOK.



1. Din kollega Rhea har ett system beskrivet med f6ljande differentialekvation:
j— 45— by =u
a. Infor tillstandsvariablerna 1 = y och xo = ¢ och hjilp henne hitta tillstands-
beskrivningen for systemet. (1p)
b. Ar systemet asymptotiskt stabilt, stabilt eller instabilt? (1p)

c. Rhea har ocksa en inverterad pendel, vilken typ av stabilitet har en sadan?
(0.5 p)

Solution

a. Efter att ha infort tillstandsvariablerna x1 = y och x9 = 3 kollar vi vad deras
derivata ar.

Ty =y =22
Zo=19=4y+ 5y +u=>5r] +4x2+u

Tillstandsbeskrivningen pa matrisform blir da:

~fo 1 0
-2 [}
y=1[1 0]z

b. For att avgora stabilitet for systemet behéver vi rdkna ut A-matrisens egen-
virden. De riknas ut fran: |\ — A| =0

A -1

N — Al =
5 A—4

‘:)\(/\—4)—5:>\2—4)\—5:0

Med hjéalp av pg-formeln far vi
A=2£V4+5=2+£3

Vilket ger oss A\; = —1 och Ay = 5. Eftersom vi har ett egenvéirde i hoger
halvplan ar systemet instabilt.

c. En inverterad pendel dr ett klassiskt exempel pa ett instabilt system. (En
pendel som hénger nedat ar daremot ett asymptotiskt stabilt system.)

2.  Antalet kaniner z(t) och révar x2(t) i en skog kan beskrivas med Lotka-
Volterras ekvationer

1 = axy — Brixs

To = dT122 — YT2 — U,

dér var styrsignal v anger antalet rédvar som skjuts per vecka under ravjakten,
och a, (B, v och § ar positiva reella konstanter.



a. Bestim alla stationira punkter (2,29, u°) for systemet d u° = 0. (1p)

b. Linjirisera systemet kring den stationira punkt diar 0 > 0 och 29 > 0. Anta
att méatsignalen ar antalet ravar, d.v.s. y = za. (2 p)

c. Ar det linjiriserade systemet asymptotiskt stabilt, stabilt eller instabilt?
(1p)

d. Antalet révar y = xo ar vid ett tillfille fler 4n det 6nskade referensvéirdet r. Vi
vill bestdmma hur manga révar som ska skjutas per vecka som en funktion av
den aktuella populationen av rdvar och kaniner, samt det givna referensvardet.
Vi anvander styrlagen u(t) = l,r — lix1 — laxg, dar Iy, lo och [, &r konstanta
koefficienter. Bestdm [; och Iy sa att det slutna linjériserade systemet Y (s) =
G(s)R(s) far bada sina poler i s = —0.2. (2 p)

e. Att jaga rdv utan att jaga kanin dr kanske inte en sa bra idé. Anta att vi for
ett konstant referensvirde r(t) = ea/f, med 0 < ¢ < 1, lyckas vilja u(t) sa
att reglerfelet ar konstant noll, d.v.s. za(t) = r(t) = ea/3, medan x1(t) > 0.
Vad hénder da med antalet kaniner z1(¢) nér ¢ — oo enligt de olinjéra Lotka-
Volterra-ekvationerna? (0.5 p)

Solution

a. Stationdra punkter ar de punkter for vilka &1 = 0 och @9 = 0, d.v.s. de punkter
som uppfyller

{0 = ax1 — friTo

0=dx129 — Y2 — U.

For v’ = 0 far vi tvd sidana punkter, nimligen (z9,29,u°) = (0,0,0) och
(7, 23, u%) = (v/8, /B, 0).

b. Vi vill linjérisera kring den stationéra punkten (29,29, u%) = (v/8,/3,0). De
partiella derivatorna for systemekvationerna blir

8f1 i 8f1 . afl o
By = Baa, Doe pr1, - =0
8f2 8f2 8f2
92 sy D2 sy D2y
81‘1 z2, a$2 T Y ou )
0g dg dg
0x1 " Oz T Ou
Med 2 = [x; x2]" infor vi variablerna Az = z — 2%, Au = u — u° och
Ay =y —y°, vilket ger
ofi  9oh of1
dAz [axl am] 8]
0 0, of:
a5 o g o et g0
0 — ) 0
ad/p 0 -1
Ay=[22 297 , , Ax—l—@ Au=1[0 1]Ax
Ox1  Oxg 11(2f,28,u0) ou (29,29,u0) '



c. Polerna till systemet &r desamma som egenvirdena till matrisen A, vilka ges
av nollstéillena till det karakteristiska polynomet

p(s) = det(sl — A) = det <[—0j5/5 ﬁy!ﬂ) = s> 4 ay,

d.v.s. s = £i,/a7. Eftersom polerna ligger pa den imaginéra axeln och &dr unika
s& dr systemet stabilt, men inte asymptotiskt stabilt.

d. Insdttning av styrlagen i det 6ppna systemet @ = Az 4+ Bu ger det slutna
systemet

& = (A— BL)x + Bl,r.

Systemets poler &r desamma som egenvirdena till systemmatrisen for det slutna
systemet, d.v.s. (A — BL), och ges av nollstéllena till
0

p(s)—det(s[—(A_BL))_det<[ s Bv/é
] = 5* —lys + ay + 1 37/5.

s B/é
—aé/ﬂ—ll S—ZQ

—ad/p s

:det[

Vi vill att detta ska vara lika med det specificerade polpolynomet (s + 0.2)? =
s2 4 0.4s + 0.04. Identifiering av koefficienter ger att detta #r uppfyllt om

5(0.04 — a)

{—12 =04 I = 5

ay +118v/6 = 0.04 Iy = 0.4

e. Nér z5(t) = ea/f sa blir den forsta av de olinjéra ekvationerna

e
B

Antalet kaniner beskrivs alltsa av ett linjart forsta ordningens system, dér
systemmatrisen dr 1 x l-matrisen A = (1 — ¢)a. Detta innebér att systemet
har en poli s = (1 —e)a. Om 0 < € < 1 sa har vi alltsd en pol i hoger
halvplan, och systemet &r ddrmed instabilt. Antalet kaniner kan alltsd oka
obegrinsat. Differentialekvationen har 16sningen ;1 (t) = z1(0)e(!=9), dar vi
ser att tillvixten dr exponentiell da z1(0) > 0.

&1 = axy — By (

) & &1 =(1—¢)ax.

I den hér uppgiften kommer foljande Gverforingsfunktioner studeras:

Gi() = Grapir C2(s) = Gape
Gs(s) = (S+32)2 Gy(s) = (SSJ—:;)Q

a. I figur 1 visas fyra Nyquistdiagram. Para ihop varje diagram med motsvarande
overforingsfunktion. Motivera ditt svar. (2 p)

b. Antag att systemen aterkopplas med en P-regulator med forstarkning K > 0.
For varje 6verforingsfunktion, vilka virden pa K aterkopplar systemet stabilt?
Motivera dina svar. (2 p)



A B
0.4 0.4
f,
-0.25 -0.25
-0.9 -0.9
-1 0.5 0 0.5 1 -1 0.5 0 0.5 1
C D
0.4 0.4
-0.25 -0.25
-0.9 -0.9
-1 0.5 0 0.5 1 -1 0.5 0 0.5 1

Figur 1: Nyquistdiagram for uppgift 3.

Solution

a. Overforingsfunktion G har en tidsférdréjning, fasen gér mot —oo di w — oo
och motsvarar dirmed Nyquistdiagram B.

Overforingsfunktion G3 har statisk forstirkning 0,75 (resten har statisk for-
stdrkning 1) och motsvarar ddrmed Nyquistdiagram A dar |G(0)| = 0,75 (sy-
stemet ar stabilt).

Da w — oo gar fasforskjutningen fran éverféringsfunktion G mot (0 — 3)%
vilket motsvarar Nyquistdiagram D.

Da w — oo gér fasférskjutningen fran 6verféringsfunktion Gy mot (1 —2)% =

— 5 vilket motsvarar Nyquistdiagram C.

b. Anvind Nyquistkriteriet. Amplitudmarginalen ger den storsta mojliga forstark-
ningen K.
Overforingsfunktion G (diagram D) skiir negativa reella axeln vid ungefir

0,11, med punkten —1 till vinster, och kan ddrmed negativt aterkopplas med
K <9.



Overforingsfunktion G (diagram B) skiir negativa reella axeln forsta gangen
vid ungefar 0,6, med punkten —1 till vénster, och kan ddrmed negativt ater-
kopplas med K < 1,7.

Overforingsfunktion G3 (diagram A) skiir inte negativa reella axeln och kan
ddrmed negativt aterkopplas med alla K.
Overféringsfunktion G4 (diagram C) skir inte negativa reella axeln och kan
dérmed negativt aterkopplas med alla K.

4. Du ar anstéalld som konsult pa foretaget Energi AB som jobbar med tempera-
turreglering av rum. De har hittat en modell fér uppvirmning av ett rum som
beskrivs av foljande 6verforingsfunktion.

1

Gr(s) = T 25)(1 + 39)

a. Om du ska jamféra denna processen med tanklabbarna, har den motsvarande
dynamik som den 6vre eller den nedre tanken? Motivera ditt svar! (0.5 p)

b. Foretaget anvinder idag en Pl-regulator for att styra det aterkopplade syste-
met. Rikna ut 6verforingsfunktionen G(s) fran referensen R till métsignalen YV
for det aterkopplade systemet (se figur 2). Satt in uttrycken for Gp och Gg och
gor sé att du far ett snyggt uttryck for éverféringsfunktionen (ndmnarpolyno-
met ska vara pa formen s +a1s" ...+ an_15+ ap). Overforingsfunktionen
for en Pl-regulator ar: Gr(s) = K(1 + TITZ) (2 p)

Fe ()2 n ] 6r |7

—1 _—

Figur 2: Aterkopplat system.

c. Givet att T; = 1, vilken ar den storsta forstarkningen K som regulatorn kan ha
for att det aterkopplade systemet dnda ska vara asymptotiskt stabilt? (1 p)

d. Finns det nidgon annan typ av regulator som du vill rekommendera foretaget
att anvinda i stallet for en Pl-regulator? Varfor/varfor inte? (0.5 p)

Solution

a. Processen ar ett andra ordningens system vilket 4r samma som den nedre
tanken i labbprocesserna.

b. Med hjélp av blockdiagramsberakningar kommer man fram till att 6verférings-
funktionen for det slutna systemet ar G(s) = % (Notera att detta inte
racker som svar for att fa full poing pa uppgiften.).

Genom att sétta in uttrycken f6r Gp(s) och Ggr(s) far vi fram det aterkopplade
systemets overforingsfunktion. For att géra kommande berdkningar lattare att



folja skriver vi om regulatorns overforingsfunktion enligt foljande: Gr(s) =
1\ _ K(sTi+1)
K1+ ) =""7"

STZ'
1 K(sTi+1)
G(s) = GpGr (F25)(143s)  sT; -
- - 1 K(sT+1) —
1+GrGr 1+ (14+2s)(1+3s) ST
B K(sT; + 1) B K(sT; +1) B
(14 28)(1+38)sT; + K(sT; +1) (14 55+ 6s2)sT; + K(sT; +1)
B K(sT; + 1) B K(sT; +1) B
o ST+ 5Tys? + 61383 + KsTy + K 6T;83 +5T;s2 + (T, + KTy)s + K
K 1
s+ 1)

352 (4+K) K
$°+ 58"+ 5 Stsn

c. Om man i foregiende uppgift inte riknade ut hela uttrycket for G(s) men har
gjort det hdr far man dndd podng pa foregaende uppgift.
Om vi tittar pa det karakteristiska polynomet s + a15% + ass + a3 ar systemet
asymptotiskt stabilt om ai,a2,a3 > 0 och ajas > az. Givet att K > 0 far vi
foljande:

5(1+K) - K
6 6 67;
5(1+K) >5
6 6 6
(1+K) >§
K )

1 6
11

K 5

5> K

K maste alltsd vara mindre dn 5 for att det aterkopplade systemet ska vara
asymptotiskt stabilt med en Pl-regulator.

d. Franlabb 1 ochlabb 2 i kursen har vi sett att en PID-regulator ar béattre lampad
an Pl-regulatorer for att styra andra ordningens system. En motivering for
detta ar att det aterkopplade systemet har tre poler men med en Pl-regulator
har vi bara tva parametrar att skruva pa vilket inte ar tillréckligt for att fa bra
reglering. Med en PID-regulator har vi tre parametrar och det blir generellt
béttre reglering med en PID-regulator for ett andra ordningens system.

Du och din kollega Abigail jobbar med ett system beskrivet pa tillstandsform
som:

. [—1 1

xr =

0 -2
y=[1 0]z

a. Aterkoppla systemet med tillstandsaterkoppling sa att det karakteristiska po-
lynomet blir s2 + 4s + 9. (1p)



b. Beskriv i ord varfér man ofta behéver nagon variant av Kalmanfilter ndr man

gor tillstandsaterkoppling. (0.5 p)
Solution
a. Vi anvander styrlagen u = —Lx + [,.r for att aterkoppla systemet. A-matristen

for det aterkopplade systemet blir d4 A — BL och det &r fran denna vi hittar
det karakteristiska polynomet.

e R H I
A—BL= — | k)=
0 -2 1 L —2—1,

Det karakteristiska polynomet hittar vi genom.

A+1 -1

= A1) A+2+15)+1; = A2+ (3+1)N+ (2411 +1
L oA+2410, (A+1)( 2)+1 (3+12)A+(2+1+12)

AL{A—BLN—‘

Vi identifierar parametrar och rdknar ut Iy = 6 och Iy = 1.

b. Ofta kan man inte mata alla tillstandsvariabler och da anvinder man ett Kal-
manfilter for att skatta tillstandsvektorn sa att det &nda gar att gora en till-
standsaterkoppling.

6. Du och din kompis Yasmin jobbar med ett hemmaprojekt och har féljande tva
blockdiagram som kandidater for att 16sa ert nuvarande problem (se figur 3

och 4).
Ry Ry U Y, Y,
*@—“ G R GR1 =1 Gp; =1 Gpo -
|
71 -
_1 -

Figur 3: Blockdiagram A

a. Vad heter regulatorstrukturerna foér de tva olika blockdiagrammen? (0.5 p)

b. Ni har en métbar laststorning som paverkar er métsignal och som ni vill mot-
verka. Ar regulatorstruktur A eller B bést ldmpad da? (Motivering krivs for

poéang!) (0.5 p)

c. Ert mal ar att styra temperaturen i ett rum. Om ni bestdmmer er for att
anvianda regulatorstruktur A, dr det R; eller Ry som kommer vara referensen
for temperaturen? (Motivering kravs for poéang!) (0.5 p)

d. Namn ett problem och en 16sning pa detta problem som ni maste ta hdnsyn
till om ni véljer regulatorstruktur B. (0.5 p)



GRr Gp1 Gp2 o

-1 -

Figur 4: Blockdiagram B

Solution

a. A — Kaskadreglering
B — Framkoppling

b. Framkoppling (blockdiagram B) &r vigen att ga for att motverka stérningar.
Storningen maste dock vara méatbar, om den inte ar det sa gar det inte att gora
framkoppling.

c. Det 4r Ry som &r referensen for temperaturen i rummet. Det vi far ut fran
systemet &r Yo — rummets temperatur, denna signal jamfor vi med Ry — re-
ferensen for temperaturen, for att sedan rdkna ut en styrsignal. R; skulle i
detta fallet kunna vara temperaturen pa elementen eller flédet av vatten till
ett vattenburet element.

d. Ett problem kan vara att man i éverforingsfunktionen Gy far en ren derivata-
del och saledes ska derivera storningen. Det kan ge upphov till storningskéns-
lighet och stora styrsignaler. En losning ar att stryka derivatadelen helt och
bara anvinda den statiska forstdrkningen. En annan l6sning &ar att ldgga till
ett lagpassfilter.

7. Du och din kollega Miyuki har fatt i uppgift att justera regulatorn for en
process. Till er hjéalp har ni foljande Bodediagram (se figur 5).

a. Vad &r systemets fasmarginal och amplitudmarginal? (1p)
b. Vad ar det kortaste avstandet mellan Nyquistkurvan och punkten —17 (1 p)

c. Ni bestdmmer er for att designa en kompenseringslink sa att fasmarginalen
blir 50° med bibehéallen snabbhet. Rikna ut &verféringsfunktionen for denna
kompenseringslank. (2.5 p)

Solution

a. Fran bodediagrammet for systemet (figur 5a) ser vi att amplitudmarginalen &r
oandlig och fasmarginalen &r lite mindre &n 20° (18° for att vara exakt).
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Bode Diagram

T
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(a) Bodediagram for systemet.
Bode Diagram

L L B e e R R T T
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T T T T T T T T T T T

L
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(b) Bodediagram for systemets kéinslighetsfunktion.

Figur 5: Bodediagram som ni har tillgingliga for ert system.
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b. Kaénslighetsfunktionens storsta virde dr inversen av det kortaste avstandet mel-
lan Nyquistkurvan och punkten —1. Vi kollar i Bodediagrammet for kénslig-
hetsfunktionen (figur 5b) och avliser den hogsta punkten som lite mer &n 3
(3.35 for att vara exakt). Sdledes &r det kortaste avstédndet ca 3.

c. Eftersom vi vill 6ka fasmarginalen sa véljer vi en fasavancerande lank. Skér-
frekvensen dr w. = 0.3 rad/s och denna ska behallas. Fasmarginalen beho-
ver 6kas med ca 30°, detta ger oss att N = 3. Dérefter rdknar vi ut b fran
we =bW/N = b = % ~ 0.1732. Slutligen réknar vi ut ldnkens férstarkning
K. Vi vill att det slutliga systemet ska ha en forstarkning pa 1 vid w.. Sy-
stemet har just nu en forstirkning pa 1 vid denna frekvens, alltsd vill vi att
kompenseringslinkens forstirkning ocksa ska vara 1. Detta ger oss KV N =

1 - Kg = % ~ 0.5774. Allt som allt far vi en kompenseringsldank som &r

1 s—}—ﬁ s+%
_ 15T _ V3
Grl(s) = \/§3s+°7§3 \/§s+0.3\/§'
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