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lasningsanteckningar, 6vningsmaterial, Matlab, ...) men inget samarbete eller kom-
munikation.

Tentamensresultat
Resultatet meddelas via LADOK.



1. Ett system &r representerat av foljande differentialekvation:

2j(t) + by (t) + Sy (t) = 0.20(t) + 10u(t).

a. For vilka viarden pa b ar systemet asymptotiskt stabilt? (1 p)
b. For vilka varden pa b > 0 har systemet komplexa poler? (1p)
c. Lat b = 8. Rita Bodediagrammet till systemet (bade amplitud- och fasdia-
gram). (2 p)
Solution

Vi dividerar med 2 och Laplacetransformerar:

2 (s) + ng(s) b Ay (s) = sl—loU(s) +50(s).

Overféringsfunktionen blir:

Y (s) 0.1s+5
U(s) s2+40.5bs+4

a. Ett system med karaketeristiskt polynom s + a;s + ag ar asymptotiskt stablt
om a1 > 0 and ag > 0. Systemet dr darfér asymptotiskt stabilt Vb > 0.

b. Polerna ges av att 16sa s% + 0.5bs + 4 = 0. Vi far

b b2
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Vi ser fran uttrycket under roten att polerna blir imaginédra nar —4 + % < 0.
Alltsa resulterar |b| < 8 i komplex-virda poler.

c. For b = 8 kan det karakteristiska polynomet skrivas som:
s +ds+4=(s+2)%
vilket ger overforingsfunktion:

Y(s) 5+ 50
U(s)  (s+2)%

Forstarkningen kommer darfor (approximativt) ha lutning 0 for w < 2, lutning
-2 for 2 < w < 50 och lutning -1 for w > 50. Lagfrekvensasymptoten ges av
G(0) = 3 = 1.25. Fasdiagrammet kommer bérja vid 0° och tréffa —90° vid
ungefar w = 2. Fasen kommer ga nedat mot —180° med kommer inte hela
vigen da nollstillet tar tillbaka fasen till —90° for stora w. Se figur 1.

2.  Stegsvaret (efter enhetssteg) for ett system visas i figur 2. Bestdm parametrarna
for en PID regulatur med hjélp av Lambda metoden med A = T, dar T" dr den
uppskattade tidskonstanten. (2 p)



Bode Diagram
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Figur 2 Stegsvar for systemet i uppgift 2.
Solution

Vi far en approximativ dédtid pa L ~ 2.35. Stegsvaret har natt 63 procent
av sitt slutviarde efter ungefar 3.85 sekunder. Tidskonstanten blir dérfor 7" ~
3.85 — 2.35 = 1.5. Den statiska forstérkningen K, = 1.5. Med A\ = T blir PID



parametrarna

K =0.66 T; = 2.67 Ty = 0.66.

3. Matcha foljande 6verforingsfunktioner med deras Nyquistkurvor i figur 3. Mo-

tivera dina svar. (2 p)
Gi(s) = (55_51)2 Ga(s) = 2;:1
Gs(s) = ey Galo) = oy
Solution

(1: Fasen maste borja vid 0° och sluta vid —90°, da vi vid stora frekvenser far
—180° bidrag fran ndmnaren och 4+90° bidrag fran téljaren. Darfor matchar
G1 med F.

G2: P4 grund av fordrojningen ska Nyquistkurvan vara en spiral. Eftersom
vi inte har nagon integrator i overforingsfunktionen ska fasen boérja vid 0°.
Dessutom ska amplitude vid frekvens 0 vara 2. Darfér matchar G5 med A.
G3: Detta &r ett tredje ordningens system utan integrator, sa fasen ska borja
vid 0° och sluta vid —270° (tangera positiva imaginir axeln). Déarfér matchar
G3 med B.

G4: Integratorn i 6verforingsfunktionen gor att Nyquistkurvan ska borja vid
—90°. Vi har ingen fordréjning i éverforingsfunktionen och forvéntar oss dérfor
inte nagon spiral. Darfor matchar G4 med C.

4. Betrakta systemet
i+ +Dy+y° =

a. Introducera tillstandsvariabler 1 = y och x9 = 3 och skriv systemet pa till-

standsform. (1p)

b. Hitta alla stationdr punkter (z¥, x5, u*) for systemet. (1p)

c. Linjarisera systemet runt den stationira punkten dér xj = 2. (2 p)
Solution

a. Med x1 = y och z9 = g far vi foljande tillstandsbeskrivning:

&1 = x9 = fi(x1, 22, u)
9 = —(x1+ 1)ag — a:f +u = fa(w1, 22, u)

Y= = g(l‘l,l‘Q,U)

b. Alla punkter med &1 = 0, 3 = 0 och % = 0 &r stationdra. Inséttning i till-
standsformen ger:

0=a5 x5 =0 x5 =0
-~ ~
0=—(zF +1)a — (D) +u* (x3)* = u* rf = £Vur

Alltsé ar x5 = 0 for alla stationéra punkter och ] = £+v/u*, vilket innebér att
u* méste vara icke negativ.
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Figur 3 Nyquistkurvor f6r uppgift 3.
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c. Om z] =2 far vi u* = 4. Vidare ger = := (z1,22) och f := (f1, f2):

y=g(z,u) ~ gz, u*) +

Of (z*,u*)

ox

af (x*,u*)
ou

(u—u)

1
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Vi introducerar Az = z — z*, Ay = y — y* och Au = u— u*. Detta ger Az = &
och tillstdndsbeskrivningen blir

Ae=| " M laes|?a
r=\ 5 x u
Ay=[1 0]Ax.
5. I den hir uppgiften betraktar vi féljande system:
N | N 0
T=1 _5|® Nk

y=[1 0]z

a. Ifall systemet initieras i tillstandet x(0) = (3,7)7 och styrsignalen #r konstant
u(t) = 0, kommer det da att gélla att x(t) — 0 nar ¢ — oo? Motivera ditt

svar. (1p)
b. Ifall systemet initieras i tillstdndet z(0) = (0,0)7, gar det da att vilja en
styrsignal u(t) (som inte behdver vara konstant) si att z(7) = (3,7)7 vid
nagon dndlig tidpunkt 7 > 07 Motivera ditt svar. (1p)

c. Antag att vi kan méta virdet pa bada systemets tillstdndsvariabler x; och
x2 och att vi vill reglera systemet med en styrlag u(t) = —liz1 — loxa + l,r
for nagra konstanter Iy, I3 och [,. Bestdm vardena pa [y, I3 och [, sa att det
slutna systemet, d.v.s. systemet fran referenssignalen r till métsignalen y, far

tva poler i s = —3 och statisk forstdrkning 1. (3 p)
Solution
a. Svar: Ja. Egenvéirdena for systemmatrisen A 4r A = —2, —3, vilket innebér att

systemets poler 4r s = —2,—3. Att alla poler ligger strikt i vinster halvplan
implicerar att systemet dr asymptotiskt stabilt. Detta innebér per definition
att for ett godtyckligt initialtillstand x(0) kommer det géilla att x(0) — 0 nér
t — oo da u(t) = 0.



b. Svar: Ja. Att ett system ar styrbart innebér att ifall det startas i ett initial-
tillstand 2(0) s& kan en styrsignal u(t) véljas sa att systemet nar ett godtyckligt
tillstand x(7) vid ndgon &ndlig tidpunkt 7. Styrbarhetsmatrisen for systemet
ar

2 —6

Denna har tva linjart oberoende kolonner, vilket implicerar att systemet &r
styrbart.

2 ]
W,=[B AB]= .

c. Systemet ges av
e T L P
T = 0 _3 x 5| 1= Az u
y=[1 0]z=Cx

(1)

Vi vill bestdmma en tillstandséterkoppling u(t) = l,r(t) — Lxz(t), dir L =
[l1 l2], sd att det slutna systemet (systemet fran r till y) far polpolynomet

(s+3)2=5>4+65+9. (2)
Insédttning av styrlagen i (1) ger oss det slutna systemet

& =(A— BL)x + Bl,r
y = Cx.

Polerna till systemet dr desamma som egenvirdena till matrisen A — BL, vilka
ges av nollstéillena till det karakteristiska polynomet
0
L1
o w)

=524 (5 + 2l2)s + 6 4 4l + 21;.

s 0 -2 1
p(s) = det(s] — (A — BL)) = det (lo s] - [ 0 _3] +

s+2 -1
2[1 8+3+2[2

= det

Vi ska vélja parametrarna 1 och [y i var styrlag sa att detta polpolynom é&r lika
med det specificerade polpolynomet (2). Identifiering av koefficienterna ger att
detta ar uppfyllt om

542l =6 - l1:1/2
6+ 20 +4lp =9 lo=1/2"

Den statiska forstirkningen ges av G(0). Overféringsfunktionen for det slutna
systemet ar

s+2 -1

G(s) =C(sI = (A= BL) 7Bl =[1 0]\ "~

Vi far da

-1
oo oft 2] (e il [

och kravet att den statiska forstarkningen ska vara 1, G(0) = 1, ar alltsa
uppfyllt ifall vi véljer I, = 9/2.



Figur 4 Blockdiagram till uppgift 6

6. En process Gp(s) bestar av tva komponenter, sé att Gp(s) = Ga(s)G1(s). Vivill
reglera denna process med en regulator G, (s). Laststorningar kan uppsta an-
tingen innan den forsta komponenten G (s) eller mellan de tva komponenterna
G1(s) och Ga(s). Blockdiagrammet for det slutna systemet visas i figur 4. Antag
att vi véljer en PD-regulator med Ty = 1/K och K som uppfyller 0 < K < 1
och att systemets komponenter da ar

L G =1

Gr(s) = K + s, Gl(s):8(8+1), -

Vi antar ocksé att referenssignalen r(t) = 0 for alla tider t.

a. Berékna overforingsfunktionen fran laststorningen /; till métsignalen y. (1 p)
b. Berdkna 6verforingsfunktionen fran laststorningen Iy till métsignalen y. (1 p)
c. Vad blir y(t) da t — oo ifall [;(t) ar ett enhetssteg och l2(t) = 07 (1p)
d. Vad blir y(t) da t — oo ifall 1;(¢) = 0 och ly(t) =7 (1p)
e. Vad blir y(t) da t — oo ifall Iy = sint och lp = 07 (Kom ihdg att 0 < K < 1.)

(2 p)

Solution

a. Vi kan sitta 6vriga externa signaler till noll vid berédkning av 6verforingsfunk-
tionen, d.v.s. r = 0 och lo = 0. Vi far da

Y(5) = Gal5)G1 () La(s)+Gr o) (Y ()] = Y(5) = Tty iy 1)

s& den sOkta overforingsfunktionen ar alltsa

Y(s) _ G2(s)G1(s) _ 1/(s*(s +1)) _ 1
Li(s) 14 Ga(s)Gi(s)Gr(s) 1+ (K+3s)/(s®(s+1)) s3+s2+s+K

b. Vi kan sdtta ovriga externa signaler till noll vid berédkning av 6verforingsfunk-
tionen, d.v.s. r =0 och I; = 0. Vi far da

Y(s) = Ga(s)[L2(s)+G1(s)Gr(s) (=Y (s))] = Y (s) =



sé den sOkta overforingsfunktionen ar alltsa

Y (s) Ga(s) 1/s s(s+1)

Ly(s)  1+Ga(s)G1(5)Gr(s) 1+ (K +5)/(s2(s+1)) s*+s2+s+K

. Att [; ar ett enhetssteg innebér att Li(s) = % Slutvirdessatsen ger att

_ ) _ Ga(s)G1(s) . 1 1
1 t) =limsY(s) =1 -=1 = —.
tirgoy( ) SIL%S (S) sg%sl —I—GQ(S)Gl(S)Gr(S) S SIL% 3+ s24+s+ K K

Satsens resultat ar giltigt eftersom systemet som gransvérdet berdknas for ar
asymptotiskt stabilt. Detta foljer av att polpolynomet s® 4+ s> + s + K har
positiva koefficienter for alla termer, samt uppfyller ajas =1-1 > ag = K.

. Att lo(t) =t innebér att Lo(s) = S% Slutvirdessatsen ger att

. . . Ga(s) 1 . s+1 1
1 t)=1 Y(s)=1 — =1 = —.
tirgoy( ) s%s (S) sg%sl + GQ(S)Gl(S)Gr(S) 52 sgl(l) s3+s2+s+K K

Satsens resultat ar giltigt eftersom systemet som gransvérdet berdknas for ar
asymptotiskt stabilt. Detta foljer av att polpolynomet s® 4+ s> + s + K har
positiva koefficienter for alla termer, samt uppfyller ajas =1-1> a3 = K.

. Att [1(t) = sint innebar att Lq(s) = ﬁ Vi far da

SY(S) — s GQ(S)Gl(S) 1 _ S
14 Ga(s)G1(s)Gr(s) 2 +1 (s +s24+s+K)(s2+1)

Faktorn (s? + 1) i polpolynomet innebér att vi har tvi poler p& den imagini-
ra axeln. Systemet &r saledes inte asymptotiskt stabilt, och slutvirdessatsen
kan inte anvéndas. Vi vet ddremot att ett linjart tidsinvariant system som har
en sinussignal som insignal alltid far en sinussignal som utsignal, med sam-
ma frekvens w men med amplituden multiplicerad med |G(iw)| och med en
fasforskjutning arg G(iw). I det hér fallet far vi

1 1

Gliw) = (1) + ()2 +iw+ K K —w+i(w—wd)

Inséttning av w = 1 ger G(i1) = 1/(K — 1), sa utsignalen blir alltsa

y() = |G(i1)] sin(t + arg G(i1)) = ——— sin(t — 1) =

= int
K —1] sint,

1
K-1
eftersom K < 1.

Betrakta foljande 6verforingsfunktion

Ke™*
G(s) = REFTIE

Antag att vi sluter loopen med negativ aterkoppling med forstérkning 1 (som

ger en sluten dverforingsfunktion G (s) = HLG:?S)) Genom att f6lja nedansta-

ende steg, hitta en 6vre grans K > 0 for vilka alla K som uppfyller 0 < K < K
ger ett stabilt aterkopplat system.



a. Hitta uttryck som beskriver fas och amplitud for G(iw), alltsa arg G(iw) och

Gliw)|. (0.5 )

b. Berikna wy som uppfyller arg G(iwg) = —n. (Hint: Du kan anvinda Matlab for

att 16sa den resulterande olinjira ekvationen.) (0.5 p)

c. Berdkna K sa att |G(iwp)| = 1. (0.5 p)

d. Baserat pa c., ge en 6vre grins K > 0 for vilka alla K som uppfyller 0 < K < K

ger ett stabilt aterkopplat system. (0.5 p)
Solution

a. Uttrycket som beskriver fasen av G(iw) ar

arg G(iw) = _TF - tan_l(%) —w

och uttrycket som beskriver amplituden av G(iw) ar

K
Giw)| = —F/—
Y
b.
arg G(iwg) = _777 — tanfl(%) —wp=—T
= % = tan(7/2 — wop) = wo = 1.077rad/s
c.
) K
Gliwg)| = — ——— = 0.4088K =1 = K =2.4465

wm/4+w§

d. Nyquistkurvan skér -1 for forsta gdngen vid K = 2.4465. Eftersom inga poler
ligger i hoger halvplan och polen i origo ar unik ger Nyquistkriteriet att K =
2.4465.
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