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totalt 25 poédng. Podngberdkningen finns markerad vid varje uppgift.

Prelimindra betygsnivaer:

Betyg 3: lagst 12 poang
4: lagst 17 podng
5: lagst 22 poang

Tillatna hjilpmedel

Allt kursmaterial, annat material, samt datorhjalpmedel ar tillatet (inklusive fore-
lasningsanteckningar, 6vningsmaterial, Matlab, ...) men inget samarbete eller kom-
munikation.

Tentamensresultat
Resultatet meddelas via LADOK.



1. Ett system beskrivs av féljande differentialekvation
Y+ vy +siny = u.

a. Infor tillstandsvariablerna x1 = y samt xo = ¥ och skriv systemet pa tillstands-

form. (1p)
b. Bestim alla stationira punkter (2,29, u") for systemet for vilka u® = 1.
(1p)
c. Linjarisera systemet kring den stationdra punkt med minsta positiva virde
pé 9. (1p)
Solution

a. Med tillstdndsvariablerna z; = y och xo = gy far vi tillstandsformen

1 = xo =: f1(z1,x2,u)
T9 = —T9 —sinx] +u =: f2(3?173327u)
y =z =: g(x1,x2,u).

b. Stationédra punkter dr de punkter for vilka &1 = 0 och &2 = 0, d.v.s. de punkter
som uppfyller

0:.1‘2
0= —x9 —sinz + u.

Samtliga sédana punkter med u® = 1 ges av (29, 29,u%) = (5 + 27n,0,1), for
n=0,+1,42, ...

c. Den stationira punkt med minst positivt viirde pa 2¥ ir (29, 29, u%) = (5,0,1).
De partiella derivatorna for systemekvationerna blir
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Figur 1 Bodediagram till uppgift 2.

2. Betrakta foljande tre system:

20 4
Ga(s) = 5_1_72(), GB(S) = m,
1
(I+s/(1—200))(1+s/(1+ 201’))'

G4 (s) =

a. Ange vilket av Bodediagrammen A-F i figur 1 som tillhor var och en av de tre

overforingsfunktionerna. Motivera dina svar. (1.5 p)

b. Ange vilket av stegsvaren 1-6 i figur 2 som tillhér var och en av de tre 6verfo-

ringsfunktionerna. Motivera dina svar. (1.5 p)

c. Ange vilken av de tre 6verforingsfunktionerna som beskrivs av Nyquistdiagram-

met i figur 3. Motivera ditt svar. (1p)
Solution

a. Gy(s) ar ett forsta ordningens system, vilket innebér att faskurvan inte kan
ga lagre an till —90°. Detta maste alltsa motsvara E eller F. Polen i s = —20
motsvarar en brytfrekvens w = 20 i Bodediagrammet, vilket vi har for diagram
F. Vi har alltsa G, (s) <> F.

Gp(s) ér ett andra ordningens system med reella poler. Eftersom vi har tva po-
ler och inga nollstdllen maste faskurvan gé ner till —180°. Diagrammen E och
F kan alltsa uteslutas. I A och B ser vi tydliga resonanstoppar, vilket kraver
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Figur 2 Stegsvar till uppgift 2.
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Figur 3 Nyquistdiagram till uppgift 2.

komplexa poler med stor imagindrdel. Dessa kan alltsd ocksa uteslutas. Den
statiska forstarkningen ges av G(0), och vi ser att Gg(0) = 1. Det av diagram-
men C och D som har statisk forstarkning (forstarkning vid laga frekvenser) 1
ar D, sa vi har alltsa G(s) <+ D.

G, (s) ér ett andra ordningens system med tva komplexkonjugerade poler med
stor imaginérdel. Att imagindrdelen &r stor i férhéllande till realdelen innebér



att systemet dr resonant, och detta kan ses som en resonanstopp i Bodedia-
grammet. Systemet maste alltsd motsvara A eller B. Da den relativa ddmpning-
en ( for det komplexkonjugerade polparet ar néra noll ges systemets resonans-
frekvens approximativt av polernas avstand till origo: wy = /(—1)2 + 20% ~
20. Systemet har alltsa en resonansfrekvens pa omkring 20 rad/s, vilket ar re-
sonanstoppens placering i diagram A. Vi har saledes G,(s) < A.

. Systemet G (s) ar av forsta ordningen och har ddrmed inga komplexa poler.
Eftersom det inte heller har nagra nollstéllen kan vi inte fa nagra svingning-
ar i stegsvaret, och stegsvaren 2 och 5 kan ddrmed uteslutas. For ett forsta
ordningens system &ar derivatan av stegsvaret vid ¢ = 0 nollskild. Detta kan
exempelvis visas med begynnelsevardessatsen. Darmed kan 3 och 6 uteslutas.
Alternativt kan vi sla upp funktionen for stegsvaret i formelsamlingen som
den inversa Laplacetransformen av Y (s) = sigO%’ vilken #r y(t) = 1 — e=2%,
och konstatera att derivatan g(t) = 20e=2% &r strikt avtagande, vilket ock-
sa utesluter 3 och 6. Tidskonstanten for systemet d&r 7' = 1/20, och detta &r
tiden det tar stegsvaret att na cirka 63% av sitt slutvirde (vilket foljer av
y(T)=1—-e"27 =1 — ¢! 2 0.63). Detta borde allts& ta 0.05 sekunder, och
vi ser da att Go(s) < 1.

Gp(s) ér ett andra ordningens system med reella poler. Eftersom det saknar
nollstallen och har tva poler ger begynnelseviardessatsen att initialderivatan &r
0. Vi kan da utesluta 1 och 4. Eftersom vi bara har reella poler och inga noll-
stédllen kan vi inte f4 ndgon 6versldng, och 2 och 5 kan dérfér uteslutas. Den
statiska forstdrkningen &r Gg(0) = 1, sa stegsvarets stationdra vérde ska vara
1. Déarmed maéste vi ha Gg(s) < 6.

Eftersom G (s) ar ett kraftigt resonant system bor vi se svingningar i stegs-
varet. Stegsvaret dr alltsd 2 eller 5. Svingningsfrekvensen boér motsvara reso-
nansfrekvensen. I 5 ser vi att stegsvaret svinger med cirka 6.5 perioder pa 2
sekunder, vilket ger frekvensen f = 6.5/2 = 3.25 Hz. Vinkelfrekvensen ar da
w = 2rf ~ 20 rad/s. Motsvarande beridkning for 2 ger en vinkelfrekvens som
ar en tiondel sa stor. Vi maste alltsa ha G,(s) < 5.

. Den enda av 6verforingsfunktionerna som har en forstarkning |G(iw)| > 1 for
nagot w dr G, (s), pa grund av resonanstoppen. Eftersom avstandet fran origo
till en del punkter pa Nyquistkurvan &r storre &n 1 maste Nyquistkurvan alltsa
motsvara systemet G (s).

Ett slutet system (enkel aterkoppling) har en kretséverforingsfunktion (alltsa
oppet system) Go(s) utan poler i hoger halvplan vars Bodediagram visas i
figur 4. Ange huruvida vart och ett av pastdendena nedan &ar sant eller falskt,
och motivera dina svar.

. Det 6ppna systemet Go(s) har en pol i s = 0. (0.5 p)
. Det 6ppna systemet G(s) innehaller en integrator. (0.5 p)
. Det 6ppna systemet Gp(s) innehaller en dodtid. (0.5 p)
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Figur 4 Bodediagram for 6ppet system Gy i uppgift 3.
d. Det 6ppna systemet har minst tre poler. (0.5 p)

e. Ifall Go(s) ersatts med 5Gp(s) sa blir det slutna systemet instabilt. (0.5 p)

f. Ifall det i Gp(s) tillkommer en d6dtid pa 3 sekunder s blir det slutna systemet
instabilt. (0.5 p)

Solution

a. Sant. Vi ser att forstarkningskurvan gar mot odndligheten nér w — 0, ekviva-
lent att lagfrekvensasymptoten har negativ lutning. Detta innebér att vi har
en pol i s = 0, eftersom faktorn 1/s i 6verféringsfunktionen ger en faktor 1/w
i forstarkningen |G(iw)|, vilket krévs for att forstédrkningen ska kunna ga mot
oandligheten nar w — 0.

b. Sant. En pol i s = 0 ar ekvivalent med att systemet innehéller en integrator.

c. Falskt. En dodtid ger en faskurva som gar mot —oo for hoga frekvenser, men
faskurvan gar inte lagre an till —270°.

d. Sant. Varje pol kan minska fasen med som mest 90°. Eftersom fasen minskar
till —270° maste vi alltsd ha minst tre poler (eftersom systemet inte har nagon
dodtid, vilket vore det andra séttet att minska fasen). Alternativt kan vi se att
forstarkningskurvan har lutningen —3 vid hoga frekvenser, vilket krdver minst
tre poler, dven ifall systemet skulle ha dodtid.



e. Falskt. Vi kan beridkna systemets amplitudmarginal som A,, = 1/|Go(iwp)| =
1/0.1 = 10, dér wp &r den frekvens for vilken arg Go(iwp) = —180°. Eftersom
amplitudmarginalen &r 10 sa kan vi multiplicera Go(s) med en positiv konstant
som ar mindre &n 10 utan att det slutna systemet blir instabilt.

f. Falskt. Systemets dodtidsmarginal ges av L,,, = ¢y, /w,, dir w, ar skirfrekven-
sen, d.v.s. den frekvens for vilken |Gy(iw.)| = 1 och ¢, = m — |arg Go(iw,)|
ar fasmarginalen. Vi ser att w, ~ 0.2 och fasmarginalen &r ungefir ¢,, =
(3/4) - (7/2) = 37/8. Vi far da L,, ~ (37/8)/0.2 ~ 5.9, sa dédtidsmarginalen
ar cirka 6 sekunder, vilket innebér att vi kan ldgga till en dédtid pa 3 sekunder
utan att systemet blir instabilt.

4. Betrakta blockdiagrammet i figur 5.
a. Hitta overforingsfunktionerna fran d till w och fran n till . (1p)

b. Vi kan skriva utsignalen y som
Yy = Gy/r’l“ + Gy/dd + Gy/nn

Hitta 6verféringsfunktionerna G /., G /q och Gy, (1.5 p)

y/ro
c. Lat d =0, n =0 och

1 1
P(s)= ——— C(s) =K1+ —).
(5) = 27 5: 2 (s) = K1+ 77)
Hitta interval av K och T; sa att det slutna systemet ar stabilt. (2 p)

d. Lat K =4, T; = 10 och H = 0. Vad &r det stationéra virdet pa y nar alla
insignaler &r enhetssteg, alltsa r(t) = d(t) = n(t) = 1 for alla t > 0. (1.5 p)

e. Lat igen K =4, T; = 10 och H = 0. Vad &r det stationéra virdet pa y nér alla
insignaler dr enhetsramper, alltsa r(t) = d(t) = n(t) =t forallat > 0. (1.5 p)

d

Figur 5 Reglerkretsen for Problem 4.

Solution

a. For overforingsfunktionen fran d till u har vi (antag n = r = 0)

—C(P(Hd+u) +d) =u = —CPHd—Cd=CPu+u
 _C(PH +1)
- = 1rcp



och for overforingsfunktionen fran n till v har vi (antag r = d = 0)

—C(Pu+n)=u = u=

pPC 1+PH —PC

PC(r—m—-y)+Hd)+d=y = y:1+PC’T+1+PC +1+PC

n

c. Det karakteristiska polynomet &r
Tis(s> +25 —2) + KTjs + K = Tjs® + 2T + T (K — 2)s + K = 0.
Omformulering ger
$3 4252 + (K —2)s + K/T; = 0.
Stabilitetskriterier ar:
K —-2>0, K/T; > 0, 2(K —2)> K/T;
vilket ger

K
K>2 T,>-—r
=% Z>2(K—2)

d. Vi kan hitta det stationédra virdet genom att anvinda slutvirdesteoremet (ef-
tersom systemet ar stabilt)

_ L PC  14+PH —-PC 1
y(oo) = limys¥(s) = lim s(-——=+ 15+ 75 pcs

PC+1-PC . 1 ) T;s(s* +2s — 2)

I pe ) = Imime) o000 Tis(s2 + 25 — 2) + K(1 + T}s)

e. Vi kan hitta det stationira virdet genom att anvanda slutvirdetteoremet (ef-
tersom systemet dr stabilt)

PC 1+PH —-PC |1

y(oo) =l s¥'(s) = Iy s(1 5 T 1 pe T 1a P
:hm(M)l: im ( 1 )1
5—0 1+ PC s s=014PC’s
T;s(s* 4 2s — 2) 1 —2T;

:1. - = :—5
S0Tis(s2+2s—2)+ K(1+Tis)s K

5. Kim vill styra systemet




med en tillstandsaterkoppling och har dérfér designat féljande styrlag
u=—Lx+ I,

dar [, = 13 och
L=[1725 T]

Efterat inser Kim att alla tillstind inte &r méatbara och tanker da att att
styrlagen ar ett misslyckade. Som tur ar sa ar du dér och papekar att det kanske
anda gar att anvinda styrlagen, detta genom att dven designa en observerare.

a. Visa att systemet dr observerbart. (1p)
b. Hjilp Kim att designa en observerare som &r ldmplig att anvinda pa systemet

tillsammans med Kims styrlag (motivera dina designval). (3 p)

Solution

a. For att avgdra om systemet ar observerbart eller ej sa konstruerar vi observer-
barhetsmatrisen och kollar sedan om alla kolonner ar linjart oberoende eller

inte.
C 1 0
Wo: =
a1 o)

Eftersom W, ar en 2x2 matris och
rank(W,) = 2

s& har vi full rang och ddrmed &ven linjart oberoende kolonner, och systemet
ar darfor observerbart. Ett annat sétt att kolla detta dr genom att verifiera att
det(W,) # 0.

b. En tumregel ar att placera observerarens poler i samma vinkel som det slutna
systemets poler men minst dubbelt sa lang bort fran origo.

Vi borjar med att hitta polerna till det slutna systemet med den givna styrla-
gen. For ett system

i = Az + Bu
y=Cx
med styrlag
u=—Lx+1r
ar det slutna systemets overféringsfunktion
G(s) = 58 = C(sI — (A— BL))"'Bl,r

Polerna berdknas genom att l16sa
det(sI — (A— BL)) =0.
Vi far

o (o 2L 2o )= ([Gas L))

= (s —1)(s+ 13) — (—65)
= s>+ 12s — 13 + 65.



Om vi loser for s far vi
s = —6 =+ 4i.

Observeraren ska designas att vara minst 2 ganger sa snabb som det slutna
systemets poler. Vi véljer dubbelt sa snabbt och placerar observerarens poler
ipro=—124%8i.

Observerarens dynamik ges av
&= A% + Bu + K(Cz — C#).

Dynamiken for felet mellan den riktiga processens tillstand och observerarens
uppskattade tillstand ges av

i=i—1=Ax+ Bu— Ai — Bu— K(Cz — C#%)
= (A- KC)z.

&

Vi hittar nu K sa att (A—KC) far 6nskade egenvéirden, p; o = —12+8i, genom
att 16sa det(s] — (A — KC)) = (s —p1)(s — p2):

0 1 2 k —-1+k -2
det |7 7] - 1M o)) =det || !

0 s 2 1 ko —24k s-—1
=(s—14+k)(s—1)—(-2(-2+k2))
:82+S(k1—2)—3—]{31+2]€2

Vi expanderar det karakteristiska polynomet

(s —p1)(s —p2) = (s + 124 8i)(s + 12 — 8i) = s + 245 + 64 + 144.

och matchar koefficienter

ey —2 =24 ki =26
=
3 ky 4+ 2ky =208 | ky = g — 118.5.

6. Det hér problemet handlar om kompenseringsliankar.

a. Systemet
1

s(s+1)(s+0.5)

styrs med enkel proportionerlig aterkoppling (férstarkning 1), men beter sig
inte pa Onskat sitt. Designa en kompenseringslank som gor systemet 2 ganger
sa snabbt (d.v.s. skdrfrekvensen w, ska dubblas) samtidigt som en fasmarginal
om ¢, = 12.5° uppnas. (2.5 p)

G1 (S) =

b. Lat N — oo for en fasavancerande kompenseringslink. Vilken typ av regulator
motsvarar detta? Vilket problem kan uppstd med denna struktur pa regula-
torn? Hur kan vi 16sa detta problem? (1p)

Solution

10



a. Fran specifikationen ar det klart att vi vill designa en fasavancerande lénk.
Denna har formen:
s+b 1+s/b

G, = KN =K N >1
() = KeN N = K700 ~

Forst vill vi hitta den ursprungliga skirfrekvensen.
1

1=|G iwgld =
’ 1( )’ |wgld|(\/(wgld)2+1)(\/(0121d)2+0~52))

Numerisk 16sning ger w2'¢ ~ 0.815. Déirfor ska den nya skirfrekvensen vara

wg®W =~ 1.63 enligt specifikationen.

Nu tar vi reda pa hur mycket vi maste oka fasen for att nd den specificerade
fasmarginalen, 12.5°. Detta givet var nya skérfrekvens w¢":
A¢y, = arg(G(iwi®)) = o™ — (180 + arg(Go(iwi™))

new

180
= 12.5 — (180 + (—90 — — (arctan(w. ") + arctan(wg 5 )))
T :

= 53.81°,

dér ¢po™ ar var onskade fasmarginal och A¢,, = arg(Gr(iwz")) ar den 6nskade

fasfordandringen vid frekvens w7V for kompenseringslédnken.

Fran foreldsningsanteckningarna ser vi att N = 9 ar lampligt. Nésta steg ar att
hitta b sa att toppen pa faskurvan fér kompenseringsldnken hamnar vid w}".
Denna hittas genom féljande relation

bV = wper

new 163
Ye  _ 229 _ 542

JN 3

Det sista steget ar att hitta forstdrkningen Kj. Vi vet frdn definitionen av
skarfrekvensen att

& b=

L= |Gy (iwp™) G (iwp™")| = K V/N|Ga(iwpe™)].

Eftersom

1
|G (i) | = ~ 0.1894
w2 (V@ P+ D (Ve +0.57)

far vi slutligen
1

K=——  ~17
" 01894V N

b. Om N — oo sd har vi designat en PD-regulator eftersom

6

1+ s/b

@) =Ko

~ K k(l + s / b)

En ren PD-regulator kan forstérka brus for mycket pga stor forstarkning for
hoga frekvenser. For att lindra detta kan vi lagga till ytterligare ett lagpassfilter
med en relativt snabb pol (snabbare dn alla andra poler/nollstéllen fran PD-
regulatorn eller kompenseringsldanken) till regulatorn.

11



