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1. Ett linjart, tidsinvariant system beskrivs av differentialekvationen

Y () +24(t) + 29(t) + y(t) = 2a(t) + u(t),

dar y(t) ar métsignal och u(t) ar styrsignal.

a. Vad ar systemets overforingsfunktion? (1p)
b. Hitta systemets poler. Tips: Systemet har en pol i s = —1, d.v.s. systemets
karakteristika polynom har en faktor (s + 1). (1p)

c. Ar systemet asymptotiskt stabilt, stabilt eller instabilt? Motivera ditt svar.
(0.5 p)
d. Antag att styrsignal u(t) ar ett enhetssteg. Vad ar stegsvaret y(t) da t — oco?
Motivera ditt svar. (1p)

Solution

a. Laplacetransformation av differentialekvationen ger

sV (s) + 25°Y (s) + 25Y (s) + Y (s) = 2sU(s) + U(s)
-
(53 + 252 + 25+ 1)Y(s) = (2s + 1)U(s)
-
25 +1
TP 28242541

Y (s) U(s).

Alltsé &r systemets 6verforingsfunktion

2s+1
$34+282 425 +1°

b. Systemet har det karakteristika polynomet s34+ 2s2 +2s 4 1. Insittning ger att
s = —1 ar en pol till systemet. Polynomdivision ger att

349252 4+25+1

=5 +s+1,
s+1

som medfor att
s+ 252+ 25+ 1= (s +1)(s* +5+1).

Fran faktorn s + s + 1 ser vi att systemet ocksd har poler i —0.5 £ i1/0.75.

c. Eftersom alla poler ligger i det vinstra halvplanet ser vi att systemet &r asymp-
totiskt stabilt. Vi kan ocksa se detta genom att betrakta systemet karakteri-
stika polynom s3 4 252 + 2s 4 1. Det giller for koefficienterna att

2>0, 2>0, 1>0, 2-2>1,

vilket ger att systemet dr asymptotiskt stabilt.



d. Styrsignalen u(t) ges av

1 t>0
u(t) =
0 t<0o,

med Laplacetransform U(s) = 1/s. I detta fall ges Y (s) av uttrycket

2s+1 1

Y(s) = -
(5) s3+2s24+2s+1s

Notera att sY(s) har samtliga poler i vansta halvplanet. Detta medfor att vi
kan anvinda slutvirdesteoremt, vilket ger att

lim y(t) = lim sY (s) = 1.

t—00 s—0
2. Ett system beskrivs av foljande differentialekvation
j+gy+yt=u.

a. Infor tillstandsvariablerna x1 = y samt xo = ¥ och skriv systemet pa tillstands-

form. (1p)

b. Bestim alla stationdra punkter (z°,u®) fér systemet. (0.5 p)

c. Linjirisera systemet kring den stationira punkt for vilken 2§ = 1. (1p)
Solution

a. Med tillstandsvariablerna x1 = y och xo = ¢ far vi tillstandsformen

T = x9 =: f1($17$2vu)
j;2 = —T9ox1 — l’% +u=: f2($17$27u)

y=x1 =: g(x1, T2, 1).

b. Stationédra punkter ar de punkter for vilka &1 = 0 och &9 = 0, d.v.s. de punkter

som uppfyller
0=uxo
0= —Xor1 — x% + u.

Samtliga sidana punkter ges av (29,29, u%) = (£v/¢,0,1), for t > 0.

c. Den stationiira punkt dir 29 = 1 ar (29,29, u%) = (1,0, 1). De partiella deriva-
torna for systemekvationerna blir

df1 of df1

7 — . = 1 _ =

0x1 0, 0z T Ou 0,

8x1 2 1 81172 1 ou )
9 _, 99 _, 99 _

or; 1 Oxs 0, ou 0-



Med z = [x1 w2]" infér vi variablerna Az = o — 2% Au = u — u® och

Ay =y —y°, vilket ger

dar _ [ 55 23;;] Az + %{*] Au
dt [35 92 11 (29,090,409 P a9 29.00)
0 1
:[_2 _JAx%—[JAu
Ay:[@ @” A:c+@ Au=[1 0]Azx
frr Bm2 B T Dul (09 ag un) '

3. Anna och Bobby studerar ett system som &r beskrivet med 6verforingsfunktio-
nen G(s). De skriver bada ner tillstandsbeskrivningen for systemet.

Anna far foljande tillstdndsbeskrivning:

(t) = —22(t) + 3u(?)

Bobby far féljande tillstandsbeskrivning;:

i(t) = [_32 _01] z(t) + m u(t)

y(t) =[1 0]=(?)

a. Annas system ér bade observerbart och styrbart. Ar Bobbys system bade ob-
serverbart och styrbart? (1p)

b. e Bobby siger att de har fatt olika tillstAndsbeskrivningar och att en av
dem maste ha raknat fel.

e Anna siger att deras tillstandsbeskrivningar beskriver samma system och
att bada har gjort réatt.

Vem har ratt? Motivera varfor denne person har rétt. (2 p)
Solution
. iy : 3 = .
a. Styrbarhetsmatrisen rdknas ut till Wy = [B  AB] = L s | Determinan-

ten for denna dr 30 och saledes dr Bobbys system styrbart.
¢l |10
CA| |2 0
nanten for denna &r 0 och sdledes dr Bobbys system inte observerbart.

Observerbarhetsmatrisen rdknas ut till W, = ] Determi-

Detta indikerar att Bobby har valt att beskriva overforingsfunktionen G(s)
med fler tillstand &n nddvindigt.

b. Vi vet att ett och samma system kan beskrivas med flera olika tillstandsbe-
skrivningar och att vi sjalva kan vélja tillstanden. Ett séatt att kolla ifall tva
olika tillstandsbeskrivningar beskriver samma system &r att rédkna ut Gverfo-
ringsfunktionen for systemet enligt G(s) = C(sI — A)~'B.



Om vi gor detta ser vi att bade Anna och Bobby far éverforingsfunktionen
G(s) = SJ% Bobby har lagt till ett extra tillstdnd i sin beskrivning som inte
ar observerbart.

Alltsd ar det Anna som har ratt, bada har gjort riktiga tillstaindsbeskrivningar
som beskriver samma system fast de har valt olika tillstand.



4. Kombinera stegsvaren for systemen A-D i figur 1 med singularitetsdiagrammen
1-4 i figur 2. Motivera dina svar! (motivationen ”det var dessa som blev 6ver”
ger noll poéng)
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Figur 1: Stegsvar for uppgift 4
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Figur 2: Singularitetsdiagram for uppgift 4

(2 p)

Stegsvar A och D &r bada av férsta ordningen. System A har en tidskonstant
pa ca 1 sekund och system D har en tidskonstant pa ca 5 sekunder. Stegsvar



B och C &r bada av andra ordningen och ungefar lika snabba. System B har
mer svingningar dn system C. B har saledes ldgre dimpning én C.

Av singularitetsdiagrammen har system 1 och 2 en pol och &r férsta ordningens
system. System 1 har en pol i -0.2, vilket motsvarar en tidskonstant pa 5
sekunder och system 2 har en pol i -1 vilket motsvarar en tidskonstant pa
1 sekund. System 3 och 4 har bada tva stycken poler och &r siledes andra
ordningens system. For bade system 3 och 4 ligger polerna ungefar lika langt
ifran origo och ar ddrmed ungefér lika snabba, dock &r polerna for system 4
betydligt ndrmre den imaginidra axeln dn polerna i system 3. Alltsa &r system
4 mindre ddmpat &n system 3.

Réatt kombination: A -2, B-4,C-3o0ch D-1

5.  Skissa bodediagrammet for 6verforingsfunktionen G(s) = (sféggi)l((s)ll)

(2 p)

Solution

Vi boérjar med att dela upp 6verforingsfunktionen i "brytpunktsordning”. G(s) =
2-(s+1)71-(s+10) - (s +500)"L.
Amplitudkurvans asymptoter:

e Vid laga frekvenser &r den 0.04.

e Vid brytfrekvensen 1 rad/s minskar lutningen med 1.

e Vid brytfrekvensen 10 rad/s 6kar lutningen med 1 och &r saledes tillbaka
pé lutningen 0.

e Vid brytfrekvensen 500 rad/s minskar lutningen med 1 igen.

Faskurvans asymptoter:

Fasen borjar pa 0° for de laga frekvenserna.

Vid brytfrekvensen 1 rad/s minskar fasen ner mot -90°.

Vid brytfrekvensen 10 rad/s 6kar fasen med 90° och gar upp mot 0° igen.

Vid brytfrekvensen 500 rad/s minskar fasen med -90° grader igen och
slutar pa -90° for hoga frekvenser.

Bodediagrammet i sin helhet finns i figur 3.

6. Du har precis boérjat ditt forsta jobb som reglertekniker pa foretaget Petra
Tak. Ditt forsta uppdrag ér att underséka en process diar man forséker reglera
nivin havremjolk i en tank med hjalp av en Pl-regulator. Det &r viktigt att
kunna halla ratt niva for att fa ratt tryck nar mjolkpaketen ska fyllas. Eftersom
det gar véildigt snabbt att fylla paketen och byta till nya kan du approximera
utflodet fran tanken som kontinuerligt. Du drar dig till minnes laboration 2
i reglerteknik och modellerar tanken pa samma vis. Du har fatt fram 6verfo-
ringsfunktionen:

pT
Gtank(s) = rs+1

som beskriver systemet fran inflode av havremjolk till niva havremjolk i tanken.
Genom att utféra liknande experiment som pa laboration 2 har du kommit fram
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Figur 3: Bodeplot till 6verforingsfunktionen G(s) = %

till att p = 0.1 och 7 = 10. For att fylla p4 med havremjolk i tanken pumpas
mjolk fran en storre reservoar med en elektrisk pump. P4 pumpen kan du lisa
att pumpen kan modelleras som 2 poler i —1 och med en statisk forstarkning
pa 1. Du noterar dven att det ar en ganska lang slang fran pumpen till tanken
du vill reglerara nivan i. Tiden som det tar for havremjolken att limna pumpen
tills dess att den nar tanken uppskattar du till 2 sekunder.

Dérmed har du kommit fram till att pumpen och slangen tillsammans kan
beskrivas som:

1 —2s

Gpump(s) = me

For att klara storningar och kunna dndra referensvéirdet for nivan havremjolk
anvinds redan enkel aterkoppling med en Pl-regulator som har K = 2 och
T; = 8. Pl-regulatorn ar implementerad pa en dator och skickar ut en elektrisk
strom till pumpen.

a. Rita blockschemat for det aterkopplade systemet. Markera tydligt tank, pump
och regulator, samt ange vad alla pilar representerar i fysiska storheter. Till
exempel, referensvirdet dr "Onskad hojd". (1p)

b. Bestam det 6ppna systemets 6verforingsfunktion (kretsoverféringsfunktionen)
som kvoten mellan tva polynom och en tidférdréjning. Sétt in numeriska vér-
den pa alla parametrar. (Tips: Behéll parenteser i tdljare och ndmnade, for
enklare rdkningar i senare uppgifter. Dvs utryck téljare och ndmnare som mul-
tiplikation av teremer pé formen (a-s+b) for nagra kontanter @ och b) (0.5 p)

c. Bestam fasmarginalen. (2 p)



d. Bestdm amplitudmarginalen. Vad betyder denna amplitudmarginal for det

maximal K som kan vara i PI-regulatorn, innan det blir instabilt? (2 p)
e. Bestam dodtidsmarginalen. (0.5 p)
Solution
Onskad héjd Hojddifferens 5 Flod Faktisk hojd
‘]‘ @ ! - GPI Strom‘ Gpump 2 e‘ Gtank -
—1 -
Figur 4: Blockschema for a) uppgiften
a.
b.
GO(S) = GPI(S) : Gpump(s) : Gtank(s)
_ sKT,+K e pr pr(sKT; + K) o2
STy (s+1)2 st+1 sTiy(s+1)2(st+1)
_ ]. * (163 + 2) 6_28 _ 28 + 025 6_25
"~ 8s(s+1)2(10s + 1) ~ 5(10s +1)(s + 1)2
c.
Om = arg(Goliwe)) +
Bestam forst w.. Definitionen av w, &r:
|Go(iwe)| =1
2 0.25 ; 2 0.25 ;
Goliwe)| = el e = e +0.25) e 2|

- € = - -
‘iwc(IOiwc + 1) (iwe + 1)2 liwe| - [(10iwe 4+ 1)| - |(fwe + 1)]?

B V4w?Z 1 0.0625 _,
w1002+ 1 (w2 1)

Numerisk 16sning ger att w.=0.202 rad/s.

Berékna sen fasen vid den frekvensen, dvs arg(Go(iw.))

' iwe + 0.25 2 >
G _ TWe
arg(Go(iwe)) = arg (iwc(l()iwc + 1) (iwe + 1)2°

= arg(2iw. + 0.25) — arg(iw.) — arg(10iw, + 1) — 2 - arg(iw. + 1)
+ arg(e™?we)

We

2w
= arctan(%) — /2 — arctan(

= —247rad

)—2- arctan(%) — 2w,



¢m = arg(Go(iwe)) + ™ = —2.47rad 4+ mrad = 0.672rad = 38.5°

Am = 1/|Go(iwo)|

Bestdm forst wg. Definitionen av wqg ar:

arg(Go(iwg)) = —m

_ 2iwo + 0.25 Y )
G _ W0
arg( O(ZWO)) arg (in(loin + 1)(in + 1)26

= arg(2iwp + 0.25) — arg(iwg) — arg(10iwy + 1) — 2 - arg(iwy + 1)

+ arg(efzi“’o)

2 10
= arctan(%) —7/2— arctan(%) -2 arctan(%) — 2wy
=-7

Numerisk 16sning ger wy = 0.387 rad/s

Berékna sen forstarkningen vid den frekvensen dvs. |Go(iwo)|

‘ 21wy + 0.25 2w | ‘22'0)0 + 0.25|
iwo(lo’iWQ + 1)(2@)0 + 1)2 a |iw0\ . |(10in + 1)| . |(in + 1)’2

\/ 4w + 0.0625
— = 0.457
wo - 4/100w3 + 1+ (wg + 1)

Apm = 1/|Go(iwg)| = 1/0.427 = 2.18

|Go(iwo)| =

|672iw0 |

A, ar den faktor man maximalt kan oka forstarkningen utan att systemet
blir instabilt. Forstdarkningen pa K i Pl-regulatorn var 2. Det betyder att
Kaz,p1 = Kgammal - Am = 2-2.18 = 4.37.

. Dodtidsmarginalen ges av L,, = (Z’: = %&3‘}8 = 3.33 s. Det betyder att
det kan tillféras ytterliggare en tidsférddjning pa 3.33 sekunder utéver den
befintliga pa 2 sekunder, innan systemet blir instabilt.

10



Lat

vara ett systemet pa tillstdndsform.
. Antag att vi aterkopplar vart system med styrlagen
u=—Lx +l.r,

dar L = (I3 l9) &r en vektor, [, ar en skaldr och r dr referensviardet. Bestdm
L sa att det aterkopplade systemets poler placeras i —5. (Du behover inte
bestdmma [,.). (1.5 p)

. Antag att vi istéllet aterkopplar vart system med styrlagen
u=—L&+lr,

dér L och I, & som ovan men Z ar skattade tillstand istéllet. Skattningen gors
med ett Kalmanfilter

2= (A~ KC)i+ Bu+ Ky,

dir K = (ky ko) &r en vektor. Bestim K sa att Kalmanfiltret dr dubbelt
s& snabbt som tillstandsaterkopplingen. (1.5 p)

Solution

a. Det aterkopplade systemet blir

&t =(A— BL)x + Bl,r
y=Cuz.

Vi har att

5 0 1 S-h h
ABL:(O 2><1>(l1 lQ)Z( —h 212)

Det karakteristika polynomet blir

det(s[—(A—BL)):<s+5+ll ‘2 )

I s+2+1
=(s+5+1L)(s+2+12) —lilo
=52+ (T+ 1 +13)s + 10 + 21, + 5ls.

Vi vill ha det karakteristika polynomet
(s +5)% = % 4 10s + 25.
Identifiering av koefficienter ger att

T+l +15=10 1=0
=
10 + 201 + 5l = 25 lo = 3.

11



b. Skattningsfelet & = x — & uppfyller
r=(A-KC)i

Vi har att

-5 0 k -5 —2k —k
A-—KC = ()2 1)= ! !
0 -2 ko —2ko —2— ko
Det karakteristika polynomet for skattningsfelet blir

det(s] — (A — KC)) = <5+5+2k1 51 )

2ko s+ 2+ ko
= (S+5+2k‘1)(8+2+k‘2) — 2k1ko
= 52 + (7T + 2k1 + ko)s + 10 + 4ky + 5ky.

Vi vill ha det karakteristika polynomet
(5 +10)% = 52 + 20s + 100.

Identifiering av koefficienter ger att

T+ 2k + kg = 20 =—+
=
10 + 4kq + 5ko = 100 _ 64

8.  Processen G)(s) aterkopplas enkelt med en P-regulator K = 1.

s+4

&) = i

a. Man skulle dock vilja halvera det statiska felet da referenssignalen &r ett en-
hetssteg. Foresla hur det detta skulle kunna genomféras med en kompenserande
lank och rdkna ut lampliga parametrar for denna lank. Fasmarginalen far mins-
ka med hogst 6 grader. (2 p)

b. I bodediagrammet i Figur 5 nedan visas den okompenserade 6verforingsfunk-
tionen Gy (s), G,(s) som kompenserats med en fasavancerande lank, och G,(s)
som kompenserats med en fasretarderande ldnk. Motivera vilken av kurvorna
(heldragen, streckad, prick-streckad) som motsvarar vilket fall. (1p)

Solution
a. For att undersoka det stationéra fallet undersoker vi griansvirdesteoremet:

lim e(t) = lim sE(s)

t—o0 s—0

12



Bode Diagram
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Figur 5: Bode-diagram foér uppgift 8b.

Hér kan vi identifiera kénslighetsfunktionen S(s):

_ 1 _ s2+s+2
T 1+Gy(s)  s2+2s5+6

S(s) — 5(0)=1/3

Grénsvirdesteoremet, ger:

lim sE(s) = lim sS(s)R(s) = lim sS(s)1 = lim S(s) = 5(0) = =

5—0 5—0 5—0 S 5—0 3

For att forbéttra rejektionen av stationéra fel anvinder vi en fasretarderande
lank Gi(s):

B 1+s/a
Gk(s) - 1+3M/a
Detta ger:
S(s) = 1 B (1+sM/a)(s®+ s+ 2)
VT THGH9)Gy(s) (Lt sMJa)(s2+ s +2) + M(1+s/a)(s + )
= S50)= 2+24M

For att ge en stationar forstarkning S(0) < 1/6 vill vi vélja M lampligt. Vi ser
att M = 2.5 ger S(0) = 1/6 och &r alltsa ratt val.

13



For att se till att inte minska fasmarginalen mer &n 6 grader anvénder vi
a=0.1w,.

For att hitta w. ansatter vi |G,(iw)| = 1.

) Vw? + 42
|Gp(iw)| = =1

Vw? + (22 —w?)

Vi flyttar 6ver ndmnaren och kvadrerar, vilket ger:

W24+ 16 = w? + 4 — 4% + o*

Genom att byta ut w? =t far vi:
t2—4t—-12=0

pg-formel ger:

t=2+v224+12=2+V16=2+4

D4 t méste vara positivt ser vi att ¢ = 6 och dirmed w. = v/6. Var totala
fasretarderande ldnk blir ddrmed:

M =25 a=01V6

. Vi ser att den heldragna kurvan har hogre forstarkning vid laga frekvenser,
och maste darfor vara den fasretarderande ldnken. Den streckade kurvan har
hogre forstarkning vid hoga frekvenser och méste déarfor vara den fasavan-
cerande lanken. Detta lamnar att prick-streckad linje ar den okompenserade
overforingsfunktionen.
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