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Matristeori

Beteckningar
Matris av ordning m xn

ail @iz - Qg
ag1 @ - Qgp
A=
am1 Om2 *° Qmp
Vektor med dimension n
X1
X2
X =
Xn
Transponering
B=AT
bij = aji
(AB)T = BTAT

Om a;; = a;j; 4r matrisen symmetrisk.

Determinant
aix a2 -+ Qip
Qg1 Qg2 -+ Q2p
detA = |A| =
Qn1 QAn2 - Qnp

Om A ir av ordningen 2 x 2 giller
det A = aj1a92 — a12a91

Allmént galler
detA = Zaij(—l)i+j det Mij
i=1

n
= Z aij(—l)i+j det Mij
Jj=1

diar M;; a4r den matris, som erhélles om rad i och kolumn ;j i matrisen A
strykes.

Invers
ATIA=AA"1 =T (detA #0)

Om A ir av ordning 2 x 2 giller

e [a22 —a12]
detA | —ag1 an




Allméant galler
1
A7l = cT
det A

dar elementen i C ges av
Cij = (—1)i+j detMij

Egenvirden och egenvektorer

Egenvirdena (4;, ©=1,2,...,n) och egenvektorerna (x;, i=1,2,...,n)
fas som losningar till ekvationssystemet

Ax = Ax
som har 16sning om
det(Al —A) = A"+ A" 1+ aod" 2+ 4@, =0

AP+ A @AV 2 4 - -+, kallas karakteristiskt polynom. det(AI—A) =
0 kallas karakteristisk ekvation.



Dynamiska system

Tillstandsekvationer

dx
— =A B
dr x + bu

y=Cx+ Du

t
x(t) = eA'x(0) +/ A Bu(r)dr
0

Viktfunktion
y(t) = /O h(t — T)u(c)dr
h(t) = CeA'B + DS (1)
Overféringsfunktion
Y(s) =G(s)U(s)
G(s) = C(sI—A)"'B+D = L{h(t)}

G:s namnare &r karakteristiska polynomet till matrisen A.

Frekvenssvar
u(t) = sinwt
y(t) = asin(wt + @)
a=|G(io)|
¢ =argG(iw)
Linjarisering
Om det olinjira systemet
dx
7 = [(wu)
y=g(x,u)

linjériseras kring en stationdr punkt (xg,u() fas efter variabelbytet

Ax = x — xg
Au=u—uy
Ay=y—50

det linjara systemet

dAx _ Of of
ke %(xo,uo)Ax + a(xo,uo)Au
0 0
Ay = 8—i(xo,uo)Ax + 8—Z(x0,uo)Au



Tillstandsbeskrivningar

1. Diagonalformen

ll 0 ﬁl
dz Ao Be
E z+ : u
0 An B
y=(71 Y2 }/n]z+Du
2. Observerbara kanoniska formen
( —ai 1 0 0 ( b1
—agy 1 0 b2
dz _ ;
dt ¢
—Qp_1 0 0 1
—a, 0 O 0) b,
y= (1 0 0 0] 2+ Du
3. Styrbara kanoniska formen
—ai; —ag —Qp—-1 —0n
p 1 0 0 0
z
adad 0 1 0 0
dz z+
0 0 1 0
y=(b1 by bn]z—I—Du

Systemets overforingsfunktion ar

b1s" L +bes" 2+ + b,

G(s)=D
(5) * s"+ais" 4+ +a,
Biy1 | Ba2re Brn¥n
=D
+s—/11 s—ig+ +s—ln



Laplacetransformen

Operationslexikon

Laplacetransform F(s)

Tidsfunktion f(¢)

10

11

12

13

14

15

o Fi(s) + BFa(s)

F(s+a)
e ¥F(s)

(2) w0

F(as) (a>0)

Fl(s)Fz (S)

1 c+ioco
S— F Fo(s—o0)d
ol )i 1(0)Fy(s —o)do

sF(s) — f(0)
s°F(s) —sf(0) — f'(0)
s"F(s) — " 1f(0) —--- — f(»=1)(0)

d"F(s)
ds”

afi(t) + B fa(t)

e f(t)

f(t—a)
0

f(at)

2)

/Ot it =) fole) de

f1(t) f2(2)

()

Fo(2)

(=6)"f(2)

/t f(r)dr
0

@)

lim f(¢)

t—00

lim f(2)

t—0

Linjaritet

Dampning

Tidsférdrojning

Skalning i ¢-planet

Skalning i s-planet

Faltning i ¢t-planet

Faltning i s-planet

Derivering i t-planet

Derivering i s-planet

Integration i ¢-planet

Integration i s-planet

Slutvirdesteoremet

Begynnelsevirdes-
teoremet




Transformlexikon

Laplacetransform F(s)

Tidsfunktion f(¢)

10

11

12

13

14

15

16

s2 _q2

1
s(s+a)

b
s(1+sT)

1
(s+a)(s+d)

5(t)

(1—at)e™
1 ot/
sinat

sinh at
cosat

coshat

Q=

(1—eaf)

1—et/T

—bt —at

—e

a—2>b

Diracfunktion

Stegfunktion

Rampfunktion

Acceleration




Transformlexikon, fortsittning

Tidsfunktion f(¢)

Laplacetransform F(s)
17 (s+as(s—|—b)
18 (s+ba2—|-a2
19 %
20 32+2C;03+w%
=0
<1
=1
{>1
21 32+2C;03+a)§
0<rt<m: <1
=0
=1
22 (52+a2a)(s+b)

ae—at _ be—bt

a—>b

e b sinat

e b cos at
1 .

SN ot

\/f_—&e_gw‘)tsin <w0 1—§2t+1>

0o/ 1—4'2

= arctan
T = arcta —Zaoy

cos Wyt

(1 — a)ot)e_“’ot

(sin(at — ¢) + e ' sing)

1
va? + b2

a
— t —
¢ = arctan




Laplacetransformtabell, fortsittning

Laplacetransform F(s) Tidsfunktion f(¢)
23 > 1 (cos(at — @) — e cos )
(s®+a2)(s+ b) a? + b2

a
= arctan —
¢ b

ab ae 0 — pe~
24| ——— 1+ —mMm—
s(s+a)(s+b) + b—a
o5 | % 1—(1+at)e™™
s(s +a)?
a
2 —_ 1 1— —at
6 s?2(s+a) t—al=e™)
o7 1 (b—c)e ® + (c —a)e b + (a — b)e™
(s+a)(s+b)(s+c) (b—a)(c—a)(b—rc)
2
28 2o

s(s? + 28 wos + w2)

0<¢<1|1- \/f_?e—é’wotsin<wm/1—§2t+¢>

¢ = arccos {

=0 1 — cos ot
1 1 n,—at
29 (s n a)n+1 m t"e
30 s a(b—c)e 4 b(c —a)e™® +c(a — b)e™
(s+a)(s+b)(s+c) (b—a)(b—c)(a—c)
as t .
31 m § sinat
1 1
32 | — _—
Vs vt
1 1 oo —c?/4t
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Bodediagram. Typkurvor, fortsiattning
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Stabilitet

Stabilitetsvillkor for ligre ordningens polynom

s+ a1
2
s“+ais+aq

s? + a132 + ass + ag

Rouths algoritm
Betrakta polynomet

a1 >0
a1>0, as >0

a1 >0, ag>0,

a3 >0, ajas>ag

F(s) = aps" + bos" T +a1s" Z+bis" 4

Antag att koefficienterna a;, b; ar reella och att ag dr positiv. Infor tablan

dar

apgp aiy ag...
bo by by...
chp C1 Co...

do di ds...

co = a1 —aob1/bg
c1 = ag —agba /by

do = b1 — boci/co
di = by — boca/co

Antalet teckenvixlingar hos sviten ag, bg,co,do--- dr lika med det antal
rotter som polynomet F(s) har i hogra halvplanet Re s > 0. Alla rotter till
polynomet F(s) ligger i vénstra halvplanet om samtliga tal ag, bg, co, do,

. ar positiva.
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Stabilitetsmarginaler

Forstarkning
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Frekvens [rad/s]

Amplitudmarginal:
Am = 1/ |G0(la)0)|
Fasmarginal:
Om =7 + arg Go(io,)
Dodtidsmarginal:

Lm = Q)m/a)c
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Tillstandsaterkoppling och Kalmanfiltrering

Tillstandsaterkoppling

Om systemet
dx

y=Cx
aterkopplas med styrlagen
u=—-Lx+4¢r

ges det slutna systemet av

% =(A—BL)x+ B¢,r
y=Cx

Kriterium pa styrbarhet. De styrbara tillstdnden ligger i det linjara
underrum av tillstAndsrummet som uppspinns av kolonnerna i matrisen

W, = (B AB - An—lB]
Ett system &r styrbart om och endast om matrisen W har rangen n.

Kalmanfiltrering
Antag att endast utsignalen y kan méitas direkt. Infor modellen
dz

E:Afc—l—Bu%—K(y—Cfc)

Rekonstruktionsfelet ¥ = x — % satisfierar da

d%
¥ (A-KO)z
at ~ )%

Kriterium pa observerbarhet. De tysta tillstanden ligger i nollrummet
till matrisen

C

CA
W, =

CAn-1

Ett system ar observerbart om och endast om matrisen W, har rangen n.

14



Kompensering i frekvensplanet

Fasretarderande liank

s+a 1+s/a
G (s) s+a/M 14+sM/a >

Tumregeln
a =0.1w,

garanterar att fasmarginalen minskar hogst 6°.

Fasavancerande liank

s+b 1+s/b
s+bN K1t s/(bN)

Maximal fasokning i grader ges av diagrammet nedan:

GK(S)IKKN N>1

60

50 - B

a0 .

Apn,

20 B

Faskurvans topp ligger vid frekvensen
o =bVN
Lénkens forstirkning vid denna frekvens ar

KxVN

15



Ziegler-Nichols metoder

Ziegler-Nichols stegsvarsmetod

Betrakta stegsvaret hos det oppna systemet. En tangent dras i den punkt
dar stegsvaret har maximal lutning. Ur tangentens skdrning med koordi-
nataxlarna avlidses sedan forstarkningen a och tiden b. PID-parametrarna
berdknas déarefter med hjilp av féljande tabell.

y

al ,’/ t

Regulator K T, Ty

P 1/a
PI 09/a 3b
PID 12/a 2b 0.5b

Ziegler-Nichols frekvensmetod

Denna metod baseras pa observationer av det slutna systemet. Gangen ar
foljande

1. Koppla bort integral- och derivatadelen hos PID-regulatorn.

2. Justera K tills systemet sjalvsvinger med konstant amplitud. Detta
viarde pa K betecknas K.

3. Uppmait periodtiden T hos sjalvsviangningen. De olika instédllningar-
na pa regulatorns parametrar ges av féljande tabell.

Regulator K T; T,
P 0.5K,

PI 045K, T,/1.2

PID 06K, Ty/2 1T,/8
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