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Poiangberikning och betygssidttning

Losningar och svar till alla uppgifter ska vara klart motiverade. Tentamen omfattar
totalt 25 poédng. Podngberdkningen finns markerad vid varje uppgift.

Prelimindra betygsnivaer:

Betyg 3: lagst 12 poang
4: lagst 17 podng
5: lagst 22 poang

Tillatna hjilpmedel

Allt kursmaterial, annat material, samt datorhjalpmedel ar tillatet (inklusive fore-
lasningsanteckningar, 6vningsmaterial, Matlab, ...) men inget samarbete eller kom-
munikation.

Tentamensresultat
Resultatet meddelas via LADOK.



1. Positionen y(t) hos armen pa en robot utsitts for en kraft u(¢) fran en motor.
Relationen fran motorkraft till position kan beskrivas med hjilp av differenti-
alekvationen

Y (t) + 3i(t) + 99(t) = u(t) + 2u(t)
a. Rikna ut 6verforingsfunktionen. (1p)
b. Rékna ut systemets poler och nollstéllen (om de finns). (1.5 p)
c. Ar det ett asymptotiskt stabilt, stabilt eller instabilt system? Motivera. Vad
har det for effekt p& positionen om man ger armen en positiv kraft fran motorn,
under en begrinsad tid, nar den startar fran vila? (1p)
d. Skriv systemet pa tillstandsform. (1p)
Solution

a. Laplacetransform ger

s3Y (s) + 35°Y (s) + 9sY (s) = sU(s) + 2U(s)
vilket ger 6verféringsfunktionen

s+ 2 s+ 2

T $9+352+9s  s(s2+35+9)

G(s)

. Nollstédllen ges da téljaren &r 0. Detta ger ett nollstéille s = —2.

V3
5=

Poler ges av de s som ger noll i ndmaren, vilka &r s =0 och s = —1.5 + 3¢

Alternativt kan man beskriva de komplexkonjungerade polerna som s2+2Cwos+
wg med wp = 3 och ¢ = 0.5.

. Eftersom det finns en pol pa den imaginira axeln (i origo), och inga i hoger

halvplan, ar systemt stabilt, men inte asymptotiskt stabilt.

Pa grund av integratorpolen kommer kraften som ges integreras éver tid och
ge en ny position efter att kraften satts till 0 igen. Armen kommer alltsa inte
ga tillbaka till utsprungspositionen.

. For att ga fran 6verforingsfunktion till tillstandsform kan man anvinda sida 4 i

formelsamlingen. Med beteckningarna som anges i formelsamlingen identifieras
a1:3 a2:9 CL3:0

biy=0 by=1 b3=2

D=0

Fran dessa kan man ta fram tillstandsformen pé observerbara kanoniska formen
som



-3 1 0 0
T=1-9 0 1l|lz+|1|u

0 0 0 2
y=[1 0 0]z

eller pa den styrbara kanoniska formen som

-3 -9 0 1
T=|1 0 Ojlz+|0]u
0 1 0 0

y=1[0 1 2]z

Att ansétta x1 = y, xo = g osv. kommer inte fungera pa ett enkelt sitt eftersom
det &r svart att ta hinsyn till derivatan i u.

2. Ett system beskrivs av foljande differentialekvation
i+ 9y +y° =

a. Infor tillstandsvariablerna x1 = y samt x9 = ¥ och skriv systemet pa tillstands-

form. (1p)

b. Bestim alla stationira punkter (2% u°) for systemet. (1p)

c. Linjdrisera systemet kring den stationira punkt for vilken 2§ = 1. (1p)
Solution

a. Med tillstandsvariablerna x1 = y och xo = ¥ far vi tillstandsformen

i = 39 = f1(x1,22,u)
j;2 = —X9oT1 — 33% +u = f2($17$2,u)

y=x1 =: g(x1,T2,u).

b. Stationédra punkter dr de punkter for vilka &1 = 0 och &2 = 0, d.v.s. de punkter
som uppfyller

0:1’2
O:—azgarl—x%—i—u.

Samtliga sddana punkter ges av (29,29, u®) = (£v/%,0,1), for t > 0.



c. Den stationiira punkt dir 29 = 1 ar (29,29, u%) = (1,0, 1). De partiella deriva-
torna for systemekvationerna blir

0
i — 0’ % — 17 % = 07
ox1 Oxo ou
8561 2 1 aﬂfg 1 8“ )
0
7g fd ]_’ ﬁ = O’ @ = 0
0xy Oxo ou
Med 2 = [x; x2]" infor vi variablerna Az = = — 2%, Au = u — u° och
Ay =y —y°, vilket ger
ofi 9fi of1
dAz [axl Do 1 81
aat Az + | ¢ Au
d ) of
dt (lefti 8—;2 (m?,mg,uo) aiug (x(l),xg,uO)
B 0 1 A A
R R E !
Ay=[29 097 Am+@ Au=1[1 0]Azx
Y= dx1  Oxg 1(2,23,u0) ou (29,29,u0) N .
1:%2s

3. Avgoér om foljande pastdenden &r sanna eller falska. Motivering av ditt svar
krévs for att fa poéng! (4 p)

a. Linjarisering av olinjira system gors for att fa en mer exakt modell av systemet.
b. I en Pl-regulator ar det I-delen som gor att det stationéra felet férsvinner.

c. Nér vi tittar pa servoproblemet, alltsa det stationéra felet vid en referensdnd-
ring, vet vi att det stationéra felet blir noll om vi har fler integratorer i var
referenssignal d4n vad vi har i var regulator.

d. Att ett system &r styrbart innebér att vi kan skatta tillstinden, t.ex. med ett
kalmanfilter.

e. Om alla poler ligger i vinster halvplan och dar finns ett nollstélle i hoger
halvplan ar systemet instabilt.

f. Om det finns storningar som paverkar ens system kan man alltid férhindra
dem med framkoppling.

g. Kénslighetsfunktionen kan anvidndas for att studera ett systems stornings-
ddmpning.

h. Om vi vill 6ka fasmarginalen hos ett system kan en fasavancerande liank an-
véndas.

Solution

a. Falskt - Vi linjariserar for att det &r enklare att jobba med linjara modeller for
system, och for att vi ska kunna anvinda alla de verktyg som vi lart oss om
for att t.ex. avgora stabilitet genom att titta pa egenvirdena fér A-matrisen.



b. Sant - I-delen integrerar reglerfelet och kommer pé sa vis att &ndra styrsignalen
tills det stationéra felet &r borta.

c. Falskt - For att det stationéra felet ska bli noll vid en referenséndring kravs
det att totala antalet integratorer i processen och regulatorn ar fler én i refe-
renssignalen.

d. Falskt - Att ett system &r styrbart innebédr att vi kan na alla tillstand xg pa
andlig tid med var styrsignal w. For att kunna skatta tillstanden kréavs det
att systemet dr observerbart. Observerbarthet innebér att det inte finns nagra
tysta tillstand, alltsé initialtillstand xg # 0 sadana att y(t) = 0.

e. Falskt - Om alla poler ligger i vanster halvplan &r systemet stabilt. Om det
finns ett nollstélle i hoger halvplan innebér det att ett stegsvar far inverterad
respons i borjan.

f. Falskt - Om stérningen gar att méita kan man anvinda framkoppling for att
motverka storningen. Om en storning inte gar att méta kan man inte anvinda
framkoppling.

g. Sant - Om kénslighetsfunktionen har en amplitud som &r mindre &n ett kommer
storningar att dampas mer i det slutna systemet &n vad de gors i det 6ppna
systemet. Vice versa om kéanslighetsfunktionens amplitud &r storre dn ett.

h. Sant - En fasavancerande lank okar fasen. Om forstdarkningstoppen placeras
vid skérfrekvensen kommer fasmarginalen att dka.

4. En process har féljande overforingsfunktion:

1
O = e

Anvénd Ziegler-Nichols sjidlvsvingningsmetod for att bestdmma en PID-regulator
att anvinda vid enkel aterkoppling. (2.5 p)

Solution Ky i Ziegler-Nichols sjélvsvingningsmetod dr samma som A,,.
Am = 1/|G(iwo)|
Bestam forst wg. Definitionen av wq ar:

arg(G(iwg)) = —7

1

arg(G(iwg)) = arg <z’wo(iwo+1)2

) = arg(l) — arg(iwp) — 2arg(iwy + 1)

=0—m/2 — 2arctan (?) =-7

Numerisk 16sning ger wy = 1 rad/s. Alternativt:

—m/2 — 2arctan (wlo> = —7 = arctan(wp) = 7/4 = wp = tan(n/4) =1



S L il B
Ko = Ap = 1/|G(iwo)| = 1/’iwo(iwo + 1)2‘ B <|iw0| - Jiwo + 1|2)

(i) () -0G) -

Om man kopplar in en P-regulator med forstatkning Ky kommer processen
sjdlvsvinga med vinkelfrekvensen wy rad/s, eftersom det ar vid denna frekvens
man skar negativa reella axeln och ddarmed gar genom punkten -1. Da far man
periodtiden hos sjélvsvingningen som:

2
To=" — o7 ~628s
wo

Fran tabellen pa sidan 16 i formelsamlingen fas:

K=06-Ky=06-2=1.2
T, =Tp/2 = 27 /2 ~ 3.14
Td:T0/8:27T/8%077

5. Betrakta blockdiagrammet i figur 1.

> G].

E v
R o e Lo e

-1 P

Figur 1 Blockdiagram till uppgift 5

a. Berékna 6verforingsfunktionen fran F till Y.
(1p)
b. Berékna 6verforingsfunktionen fran R till Y.

(1p)

Solution

a. Vi borjar bakifrén vid Y, och vandrar framat mot E. Efter sumemringen infor
vi hjédlpvariabeln z (2 kommer in till bade G's och Gy).



Z:Gl-E-i-GQ'E
Y:G3‘<G1‘E+G2‘E)+G4'(Gl'E—"_GQ'E)
Y = (G3G1 + G3G2 + G4G1 + G4G2)E

{Y_G3'2+G4'Z

Alltsa:
Gyg = G3G1 + G3Go + G4G1 + G4Go

. Nar vi raknar ut 6verforingsfunktionen fran R till Y anvinder vi att hela mitt-
paketet kan skrivas som en enda 6verforingsfunktion G. Sedan gor vi pa samma
sétt och borjar bakifran och gar mot R.

{Y:G-E @

E=R-Y

Y—G(R-Y)=G-R-G-Y
G R G3G1 + G3Ga + G4G1 + G4Go

Y= —— =
1+G 14+ G3G1 + G3Ga + G4Gr + GaGo

Alltsa:
G3G1 + GsGo + G4G1 + G4Go

T 14+ G3G1 + G3Go + GGy + GuGy

Gyr

Ett linjart tidsinvariant system ges pa tillstandsform av

i(t) = (:; ?) o(t) + (_01> u(t)

y(t) = (0 1)x(t)

. Rita ut systemets poler i det komplexa talplanet. Ar systemet stabilt? (1 p)

. Vi skulle vilja aterkoppla systemet med tillstindsdterkoppling. Ar systemet
styrbart? (1p)

. Forsok vélja aterkopplingsvektorn L i styrlagen u(t) = —Lxz(t) + L.r(t) sa att
det aterkopplade systemets poler hamnar i —1 och —2. Forsok sedan valja L
s& att det aterkopplade systemets poler istéllet hamnar i —1 & i. Gar det? Ar

resultatet rimligt givet dina svar i deluppgifterna a och b? (2 p)
. Givet tillstandsaterkopplingen med poler i —1 och —2, vélj [, sa att overfo-
ringsfunktionen fran r(¢) till y(¢) har den statiska forstarkningen 1. (1p)

Solution

s+1 0
det( . 8_1>:(s+1)(s—1)

Vi ser att polerna hamnar i —1 och +1. Systemet dr déarfor inte stabilt.



b. Systemet ar inte styrbart da styrbarhetsmatrisen W, inte har full rang.

v an- ()

c. Icke-styrbarhet indikerar att vi inte kan placera systemets poler godtyckligt
med tillstandsaterkoppling. Vi gor dock ett forsok, for att se vilken systemdy-
namik vi kan skapa.

Polerna i vart aterkopplade system foljer det karakteristiska polynomet

s+1 0

= det (sI — A+ BL) = det
p(s) = det (s FBL)=det], o1y,

]:(s—i—l)(s—l—lg)

Vi ser att den ena polen inte gar att flytta (polen i s = —1). Vi kan dock flytta
den andra polen godtyckligt ldngst den reella axeln. Vi véljer darfor I = —3
for att uppfylla den forsta polplaceringen. [; kan véljas godtyckligt. Den andra
polplaceringen gar inte att uppna. Eftersom systemet inte var styrbart &dr den
ena naturliga polen i systemet (—1) inte nagot vi kan rubba.

d. Eftersom vi kan vélja [; godtyckligt anvinder vi L = (2 — 3). Detta ger

~1
G(0) = C(~A+ BL)"' B, = (0 1)<2i2 0(—3)> <01>ZT:

1
1/2 0 0 1
:(0 1)2(0 1) (_1>lr:_2lr

For att fa G(0) = 1 véljer vi darfor [, = —2.

7. Nils d4r ny pa jobbet som reglertekniker och far som férsta uppdrag att for-
béttra regleringen av ett rullband. Den nuvarande regulatorn har ldnge ansetts
vara lite for langsam, dvs. att den inte foljer referensvéirdet tillrackligt snabbt.
Forsok har gjorts for att justera parametrarna i den nuvarande regulatorn, en
Pl-regulator, men har endast resulterat i ett daligt dimpat system.

Nils tdnker forbéttra regleringen genom att anvinda en lamplig kompenserings-
lank, men inser att han behover ett bodediagram for det 6ppna systemet.

a. Rullbandet ar en stabil process. Ge ett forslag pa experiment som Nils kan
gora for att fa sitt bodediagram. (1p)

Nils lyckas till slut fa fram ett bodediagram, se figur 2, men nér han ska designa
sin kompenseringslank drabbas han av en blackout och ar darfér i desperat
behov av din hjélp.

Nils chef har sagt att snabbheten pa systemet ska tredubblas (dvs. att syste-
mets skarfrekvens ska bli 3 ganger sa stor) utan att fasmarginalen forandras.

b. Designa en kompenseringslink som uppfyller chefens specifikationer. (3p)

Solution



Bode Diagram
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Figur 2 Bodediagram for det 6ppna systemet i uppgift 7.

a. Han kan t.ex. skicka sinussignaler med varierande frekvens till systemet och
méta amplitud (ger bodediagrammets amplitudkurva) och fasforskjutning (ger
bodediagrammets faskurva) pa utsignalen.

b. Den nuvarande skérfrekvensen kan i bodediagrammet liasas av till 2 rad/s och
den nuvarande fasmarginalen till 30°. Den nya skirfrekvensen ska vara 3 ganger
s& stor som den gamla, den ska alltsa vara 6 rad/s. Vid den nya skérfrekvensen
har det 6ppna systemet en fasforskjutning pa ungefir -190°, vilket innebér att
kompenseringslanken maste ge ett faslyft pa 40° for att fasmarginalen ska forbli
oforandrad.
Eftersom skérfrekvensen ska ¢kas ér det en fasavancerande kompenseringslank
som ska anvindas:

s+b
s+ bN

G K(S) =K KN (3)
Ett faslyft pa 40° motsvaras da av parametern N = 4.5. Faskurvans topp vill
vi ska hamna pa den nya skérfrekvensen, och parametern b kan da viljas enligt

b= % = 6/+/4.5. Slutligen ska Ky viljas sa att forstdrkningen vid den nya

skarfrekvensen verkligen blir 1, dvs. (forstédrkningen for det 6ppna systemet for
frekvensen w¥ = 6 rad/s lases av till |L(6i)| ~ 0.3, dar L betecknar det 6ppna

systemet):



|Gk (iwe?) L(iwe?)| =
KgVN|L(61)| = 1
Kgv45-03=1
K =1/(0.3v4.5)

Kompenseringsldnken ges alltsa av:

Gr(s) =1/(0.3V45) - 5— +6/VA5

s+6/V45-45

s+ 2.83

s+ 12.73

U
~— — — —

D
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